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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisitos necessários para a

obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)

SÍNTESE DE CONTROLADORES PARA O PROBLEMA DE BALANCEAMENTO DE

CARGA EM CLUSTERS HETEROGÊNEOS

João Marcos Meirelles da Silva

Fevereiro/2008

Orientador: Eugenius Kaszkurewicz

Programa: Engenharia Elétrica

O problema do balanceamento de carga em clusters de processadores heterogêneos é ana-

lisado utilizando-se teoria de redes neurais artificiais com atrasos, teoria de controle ótimo e

Inequações Matriciais Lineares(LMI).

Partindo-se de um modelo matemático que inclui atrasos e processadores com velocidade

de processamento diferentes, o modelo é transformado em um caso especial de uma rede

neural conhecida comoModelo de Hopfield-Tank com atrasos.

Propondo uma nova função de energia para este caso especial de rede neural com atrasos,

garante-se as condições de convergência com base no uso de LMIs.

Critérios de performance sujeitos às condições de estabilidade para a versão não-linear

são analisados, e um novo método sistemático de síntese de controladores para balancea-

mento de carga é proposto, utilizando-se duas LMIs acopladas - uma garantindo convergên-

cia global e a outra garantindo performance em uma região linear de operação.

Simulações e experimentos comprovam a eficácia desta abordagem, reduzindo-se os tem-

pos de balanceamento de carga com custo computacional viável para clusters com grande

número de processadores.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Science (D.Sc.)

CONTROLLER SYNTHESIS FOR THE LOAD BALANCING PROBLEM ON

HETEROGENEOUS CLUSTERS

João Marcos Meirelles da Silva

February/2008

Advisor: Eugenius Kaszkurewicz

Department: Electrical Engineering

The load balancing problem in clusters of heterogeneous processors is analyzed using de-

layed artificial neural networks theory, optimal control theory andLinear Matrix Inequalities

(LMI).

Starting with a mathematical model that includes delays andprocessors with different

processing velocity, this model is transformed into a special case of a neural network model

know asDelayed Hopfield-Tank Neural Networksmodel.

A new energy function is proposed to this delayed neural network special case, assuring

convergency conditions through the use of LMIs.

Some performance criteria subject to stability conditionsto the non-linear model ver-

sion are analyzed, and a new load balancing controller systematic method of synthesis is

proposed, using two coupled LMIs - one guaranteeing global convergence and the other

guaranteeing performance in a linear region of operation.

Simulations and experiments proves the efficiency of this approach, reducing load bal-

ancing time with a viable computacional cost for clusters with high number of processors.
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Capítulo 1

Introdução

O rápido progresso da tecnologia VLSI e das tecnologias de computação em rede vêm

tornando o campo do processamento paralelo e distribuído economicamente atrativo para

diversas aplicações que demandam uma capacidade de processamento muito alta, tais como:

Aerodinâmica, meio-ambiente, meteorologia, astronomia,química, segurança (quebra de

chaves criptográficas), projeto de fármacos, indústria de armamentos e processamento de

sinais de alta velocidade em tempo real.

Os clusters são um conjunto de máquinas interligadas que executam uma ou várias tarefas

para obtenção de um resultado [1] - Figura 1.1.

Figura 1.1: Network Of Workstations.

A idéia de juntar diferentes máquinas e dividir tarefas entre elas, para melhor aproveitar

a capacidade de processamento individual resultando em umacapacidade maior do que a

capacidade de um mainframe ou minicomputador, não é nova ( 1958). Mas faltava tecnologia

1



naquela época1 - Figura 1.1.

Foi apenas na década de 80 que apareceram as primeiras máquinas paralelas, dando

origem à Computação Paralela.

Em 1994, a NASA (National Aeronautics and Space Administration) criou um projeto

chamadoBeowulf cuja finalidade foi a de juntar diversas máquinas com um desempenho

total de 1GFlop/s a um custo baixo (∼ US$ 50.000,00) para o processamento de grandes

quantidades de dados oriundas de satélites. Nesta época, asprimeiras distribuições LINUX

já estavam disponíveis, bem como a popularização de redes e acapacidade de processamento

do processsador INTEL 80486 DX2 66MHz.

A maior desvantagem dos clusters, no entanto, é que o seu desempenho depende muito

do tipo de aplicação a ser executada, pois o maior gargalo encontra-se justamente na rede

de comunicação. O excesso de comunicação entre os nós e um balanceamento de carga

deficiente podem atrasar em muito o processamento das tarefas.

Outro fator que pode degradar o desempenho de um cluster é o desbalanceamento de

carga entre os nós, pois alguma tarefas podem desdobrar-se em outras tarefas, significando

acúmulo destas nas filas, principalmente em clusters heterogêneos.

Os desafios principais para os clusters hoje podem ser listados como

1. Aplicações e Algoritmos: Busca-se criar novos algoritmosque sejam assíncronos, po-

rém estáveis, e que dependam pouco de comunicação entre os nós;

2. Administração e Gerenciamento: Busca-se tratar de forma mais eficientes os recursos

disponíveis como memória, espaço em disco, manutenção, segurança, balanceamento

de carga, etc...

3. Redes e Protocolos: Busca-se o desenvolvimento de redes de alta velocidade e proto-

colos com o mínimo deoverhead, a fim de aliviar o gargalo que representa a rede.

Os clusters são, de uma forma em geral, um compromisso entre custo e benefício.

No entanto, a evolução da necessidade de processamento em conjunto para prover maior

poder computacional, como é o caso dos clusters, tem levado os conceitos de um cluster de

processadores para dentro dos próprios microprocessadores.

1Figura extraída do site The Berkeley NOW Project. http://now.cs.berkeley.edu
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Processadores com dois ou mais núcleos são comuns em uma única pastilha VLSI, como

oQuad− Core Intelr Xeonr series 5300 - Figura 1.22.

Figura 1.2: Processadores Quad-Core Xeon equipando módulo de processamento.

Tais processadores demandam novas ferramentas de programação paralela e/ou distri-

buída, gerenciamento do fluxo de informações, balanceamento de carga, entre outras, para

permitir o uso eficiente do hardware.

1.1 Apresentação do Problema de Balanceamento de Carga

Os sistemas em clusters constituem-se em um conjunto de computadores autônomos co-

nectados por uma rede (homogênea ou heterogênea). As principais vantagens destes sistemas

são o alto desempenho, disponibilidade e extensibilidade aum custo reduzido. Para melho-

rar o desempenho destes sistemas, é essencial manter a cargade trabalho equilibrada entre

todos os processadores [2].

O objetivo maior do balanceamento de carga em um sistema distribuído, é alocar tarefas

entre os processadores para maximizar a utilização destes,e minimizar a média do tempo de

resposta.

Existem várias taxonomias para o problema de balanceamentode carga [3]. Métodos

diretos examinam a distribuição global de carga entre os processadores e atribui porções de

carga para os processadores antes do processo começar. Métodos iterativos examinam o

progresso computacional a utilização esperada dos recursos, e ajusta as atribuições de carga

periodicamente conforme o processamento vai ocorrendo.

2Figura extraída do site http://www.signalogic.com
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A atribuição de carga pode ser determinística, como no método de difusão [4] e mé-

todos de gradiente. Uma comparação entre os diversos métodos determinísticos pode ser

encontrado em [5].

Sendo conhecido como um problema do tipoNP-HARD, os problemas de balancea-

mento de carga são normalmente resolvidos utilizando-se heurísticas para obter-se uma so-

lução ótima, ou quase-ótima, porque problemas encontradosem aplicações práticas não po-

dem ser resolvidos, em muitos casos, de forma ótima apenas com modelos formais [6]. Além

do mais, muitas soluções estudadas sobre este problema, eram dependentes da topologia do

sistema empregado: Redes em anel, torus, hipercubo, etc...

1.2 Revisão da Literatura

Através dos anos, um número de métodos têm sido aplicados para resolver o problema

de balanceamento de carga utilizando técnicas deBranch-and-Bound[7], teoria dos grafos

[8], programação matemática [9] ou enumeração completa [10].

De acordo com SEREDYNSKI [11], a maioria destes métodos é capaz de encontrar uma

solução ótima, mas somente em diversos casos restritos. Para lidarmos com o caso mais

geral possível, um número de heurísticas foi introduzido. Eles não garantem uma solução

ótima, mas oferecem uma solução quase ótima na grande maioria dos casos.

Nos últimos anos, alguns métodos foram propostos baseados em técnicas deSimulated

Annealing[12], Algoritmos Genéticos [13–15], Agentes Inteligentes[16–19], Ant Colony

[20], Teoria de Jogos [21–23] e redes neurais [24, 25].

Ao longo da década de 90 e no início do séculoXXI, iniciaram-se as abordagens ao

problema de balanceamento de carga e agendamento via redes neurais artificiais como em

[24, 26–29].

Com a interligação de clusters através da Internet (grids), ou seja, separados por dis-

tâncias geográficas curtas até muito grandes, o problema do balanceamento de carga têm-se

tornado mais complexo [30], pois novas características do problema que antes procurava-se

evitar, agora são exacerbadas. Dentre algumas das características temos: falhas na dispo-

nibilidade de processadores [17], capacidade de processamento altamente variável, custo

financeiro de comunicação [31] e atrasos nos links [32].

Dentre as características citadas acima, o estudo do atraso(que normalmente são aleató-
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rios) tem sido um dos mais importantes. Muitas vezes, o temponecessário para migrar-se

uma tarefa para um processador distante é maior do que o temponecessário para esta mesma

tarefa ser executada localmente. Os novos algoritmos devemtomar decisões sobre o custo

da comunicação em ambientes diversos.

Em 2004, CHIASSONet al. [33] apresentaram os resultados de uma avaliação experi-

mental enfatizando os atrasos de comunicação entre os processadores em uma rede local e

em uma WAN. Seus resultados mostram os efeitos do atraso e suas variâncias sobre o tempo

de processamento total.

A direção que as pesquisas recentemente publicadas apontamé a do uso cada vez maior

de técnicas e heurísticas distribuídas e inteligentes. Apesar da natureza paralela das redes

neurais, o que facilita a sua implementação, muito pouco temsido encontrado na literatura

sobre o uso delas associadas ao problema de balanceamento decarga [24] e ao problema de

agendamento [28, 29, 34].

O estudo de redes neurais com atraso aplicadas ao problema debalanceamento de carga

está apenas no início.

1.3 Motivação e Objetivo do Trabalho

Há apenas alguns anos, a maior fabricante mundial de microprocessadores da atualidade,

a Intel Corporation, desistiu de explorar o aumento progressivo do clock em seus chips de-

vido à barreira física existente para a integração cada vez maior de componentes [35]. Sua

meta tornou-se explorar novas arquiteturas e a inclusão de vários processadores no mesmo

sistema, conforme a estratégia da sua maior concorrente - a AMD Corporation [36].

Tal estratégia mostra claramente a tendência dos sistemas futuros em utilizarem proces-

samento paralelo e distribuído como uma das formas mais baratas de aumentar o poder de

processamento de um sistema computacional.

Um outro agente motivador é que muitas organizações privadas e governamentais pos-

suem hoje uma rede local (LAN) conectando centenas e até milhares de microcomputadores

pessoais tais como PCs e workstations - Figura 1.3 . O poder computacional em uma rede

local pode, facilmente, exceder o poder de um supercomputador. Por outro lado, a maio-

ria dos computadores são subutilizados a maior parte do tempo, mesmo durante períodos

de pico de utilização. Então, a distribuição de tarefas entre os processadores em uma rede
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torna-se bastante interessante a fim de melhorar o desempenho do parque computacional

como um todo. Com a disponibilidade de redes de alta velocidade tais como: Fast Ethernet,

Gigabit Ethernet, ATM e FDDI, as quais reduziram substancialmente o custo da comunica-

ção entre processadores, o balanceamento de carga pode aumentar imensamente o fluxo e

o processamento de informações sem nenhum hardware adicional. O hardware existente é

simplesmente utilizado de uma forma mais efetiva.

Figura 1.3: Cluster do IPqM com 11 nós Pentium 4HT 2.6 GHz com 11Gb de RAM

Devido a este ganho potencial, o problema de balanceamento de carga vem sendo estu-

dado intensivamente nestes últimos anos [19, 22, 25, 37–41].

Dentre os inúmeros trabalhos já publicados, o foco desta tese foi direcionado para aqueles

que tratam dos efeitos do atraso, sempre presente na comunicação entre os nós, e para aqueles

que tratam de processadores com capacidade diferentes entre si.

Nesta linha, os trabalhos de HUIet al. [40, 42, 43], e os publicados por CHIASSONet

al. [30, 32, 33] foram os que mais se destacaram pela sua clareza,e por motivos de conterem

dados experimentais.

Os trabalhos publicados por HUIet al. fazem uma analogia do problema de balance-

amento de carga entre processadores heterogêneos com o problema de equilíbrio hidroes-

tático entre cilindros de líquido (conhecido como problemadosvasos comunicantes), onde

cada processador é representado por um cilindro líquido, onde o diâmetro do cilindro é di-

retamente proporcional à capacidade de processamento de umnó, e a altura do cilindro à

quantidade de trabalho a ser realizada (carga do processador). Os autores demonstram que
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o equilíbrio hidroestático entre os cilindros correspondeà uma distribuição ótima de carga,

com energia mínima.

No entanto, HUIet al. não tratam dos efeitos de atraso por uma abordagem direta, as-

sumindo que a troca de tarefas é instantânea. Além disso, eles não modelaram o problema

matematicamente, deixando apenas registrado um pseudo-algoritmo sobre como o balance-

amento de carga deveria ser tratado tendo em mente a troca de líquidos (tarefas) entre os

vasos (processadores).

Em [44], o autor baseia-se nos trabalhos de HUIet al. para criar um modelo matemático e

determinístico, levando ainda em consideração o efeito dosatrasos de transferência (troca de

tarefas) e de comunicação (troca de informações de estado entre os nós), dando uma grande

contribuição para o trabalho de HUIet al..

Em seus trabalhos publicados, CHIASSONet al. apresentam um controlador não-linear

para promover a troca de tarefas entre os nós. O controlador,presente em cada um dos nós,

baseia-se no estado completo do sistema (na quantidade de tarefas de seu próprio nó mais a

informação de quantidade de tarefas presentes nos outros nós). Desta forma, o controlador

do i-ésimo nó estima o quanto de tarefas ele possui acima ou abaixo da média da quantidade

de tarefas em todos os nós, gerando uma informação que servirá de variável de decisão para

a sua ação: doar ou receber tarefas e em que quantidade.

Porém, CHIASSONet al. não apresenta uma metodologia de síntese de controladores,

do ponto de vista da teoria de controle, para obter os ganhos destes controladores. A deter-

minação dos ganhos é baseado nos limites de banda passante darede de comunicação entre

os nós e através de avaliações experimentais, onde ele decide quais serão os ganhos de forma

subjetiva.

Nesta tese é proposta uma forma de síntese de controladores para o modelo de (2.1)

baseada na teoria de convergência de redes neurais com atraso e LMI (Inequações Matriciais

Lineares), buscando diminuir o tempo ocioso dos processadores e contribuir também com o

desenvolvimento deste modelo enquadrando-o sob o ponto de vista da teoria de controle -

Figura 1.4.

O objetivo principal desta tese deverá ser alcançado primeiro através de um re-arranjo

do modelo (2.1) e mostrando uma certa similaridade com o modelo de redes neurais de

Hopfield-Tank com atraso, porém não exatamente igual. Uma vez que esta similaridade te-

nha sido evidenciada, trabalhos recentemente publicados sobre redes neurais com atraso e
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LMI servirão de base para o estudo da estabilidade, convergência e síntese para os controla-

dores não-lineares.
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Figura 1.4: Metodologia a ser empregada

Simulações e experimentos em um cluster real mostram a validade desta abordagem.

1.4 Estrutura da Tese

O capítulo 2 aborda alguns modelos que se destacaram dentro da literatura em relação

ao que se pretende nesta tese. Os modelos são explanados, ressaltando-se as similaridades e

diferenças entre eles.

O capítulo 3 aborda as representações, ou aproximações, do problema de balanceamento

de carga através de redes neurais, estudando desde o modelo mais simples linearizado até o

modelo de interesse deste trabalho. A ordem de desenvolvimento destes modelos também é

explicada e justificada neste capítulo.
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No capítulo 4, a estabilidade para os modelos desenvolvidosno capítulo anterior é abor-

dada, seguindo a mesma seqüência proposta.

No capítulo 5 abordamos a síntese de controladores para um dos modelos apresentados

no capítulo 4, enfatizando a diferença entre os controladores do modelo utilizado como base

e dos controladores propostos nesta tese, bem como diversassimulações.

No capítulo 6 simulações e experimentos baseados nos parâmetros medidos docluster

do IPqM são apresentados para validar a metodologia apresentada nesta tese.

E, finalmente, no capítulo 7 são feitas as conclusões sobre o trabalho e o problema de

balanceamento de carga, bem como sobre o efeito do atraso. Aofinal do capítulo, sugestões

de desenvolvimento acerca do tema são deixadas para pesquisas futuras.
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Capítulo 2

Modelos Matemáticos e Métodos de

Solução Existentes

Apesar de diversos modelos diferentes terem sido publicados nos últimos anos, não existe

ainda um modelo único e bem estabelecido de balanceamento decarga entre microproces-

sadores que sirva de referência para se estabelecer mecanismos de solução. Em vez disso, a

grande maioria dos autores trabalham propondo seus próprios modelos, muitos baseados em

algum outro modelo já publicado. Tais modelos normalmente focam em uma ou duas ca-

racterísticas do problema devido à grande complexidade de atacar-se todas as características

simultaneamente.

Em relação às diversas técnicas para realizar o balanceamento de carga, destacou-se um

trabalho de 1993 bastante citado até hoje que mostra a comparação entre alguns métodos [5].

Dentre os diversos modelos analisados na literatura disponível, buscou-se uma concen-

tração apenas naqueles que mais se aproximavam das necessidades de um cluster atualmente,

como processadores heterogêneos e atraso nos links de comunicação.

Nesta busca, dois modelos destacaram-se: o modelo publicado por HUI et al. [40] e o

modelo publicado por CHIASSONet al. [33].

O primeiro modelo é interessante pois trata-se de uma analogia entre o problema de

distribuição de carga entre processadores e o problema dos vasos comunicantes, onde carac-

terísticas de um cilindro de líquido representam algumas características de um processador,

tais como quantidade de carga sendo processada e capacidadede processamento. O objetivo

é redistribuir o volume de líquido entre todos os cilindros,de forma que a altura da coluna
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de líquido seja a mesma em todos eles. Tal objetivo leva à prova de que o sistema atinge um

nível de energia mínimo, o que, por sua vez, corresponde a um nível ótimo de balanceamento

de tarefas. No entanto, este modelo não aborda explicitamente o problema de atraso e trata a

comunicação e a transferência de carga entre os nós como sendo instantâneas.

O segundo modelo inclui os chamadosatraso de comunicaçãoeatraso de transferência

de tarefasentre os processadores, investigando seus efeitos sobre o custo e o tempo de ba-

lanceamento e propondo um controlador. Entende-se como custo alto a excessiva troca de

tarefas entre os nós, resultando em respostas oscilatóriasnas filas.

O atraso de comunicação, definido comoτij, é o tempo transcorrido para um nój enviar

uma informação, geralmente com poucos bytes (tamanho da fila, status do nó, sincronismo),

para o nói.

O atraso de transferência de tarefa, ou simplesmente atrasode transferência, definido

comohij, é o tempo transcorrido para um nój transferir uma determinada tarefa para o nó

i. O atraso de transferência é, normalmente, muito maior que oatraso de comunicação.

Ambos os modelos também tratam de processadores heterogêneos, o que é interessante

para aplicações em clusters que tenham sido expandidos apósalgum tempo de uso, situação

esta onde normalmente os nós adicionais possuem capacidadede processamento maior que

os anteriores.

Ao final do capítulo, serão mostradas algumas similaridadesentre estes dois modelos e

o modelo de rede neural do tipo Hopfield-Tank com atraso. A partir daí, desenvolveremos a

idéia de que é possível utilizarmos o que foi publicado na área de redes neurais com atraso a

fim de buscarmos uma classe de controladores que melhorem o desempenho.

2.1 Modelo Hidrodinâmico

Nos trabalhos apresentados em [40, 42, 43], cada processador é visto como um cilin-

dro líquido onde a área transversa corresponde à capacidadedo processador, os links de

comunicação são modelados como canais de líquido entre os cilindros e o algoritmo de ba-

lanceamento gerencia o fluxo deste líquido. O objetivo é alcançar o estado onde a altura

das colunas de líquido sejam a mesma em todos os cilindros. O sistema de computação é

modelado como um grafo sem direçãoG = (N,E), ondeN é o conjunto de processadores e

E representa a topologia da rede. Os autores propõem um quadrohidrodinâmico geral para
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redistribuir a carga entre os processadores de forma que cada processador obtém uma fatia da

carga de forma proporcional à sua capacidade de processamento. Eles definem uma função

de energia potencial paraG de forma que o seu valor mínimo corresponda ao estado de equi-

líbrio do sistema onde a altura das colunas de líquido seja a mesma em todos os cilindros. A

técnica de vizinho-mais-próximo é utilizada para migrar astarefas entre os processadores. A

Figura 2.1 mostra o esquema de funcionamento.

h1 h2

h3

C1

C2

C3hmedio

Figura 2.1: Esquema de balanceamento de carga do modelo hidrodinâmico

Cada processadorni é associado a um cilindro de líquido cuja área transversa corres-

ponde aci > 0. Para todoni ∈ N a energia potencial da coluna de líquido emni é definida

comoPE(ni) =
cih

2
i

2
, ondehi é a altura da coluna de líquido emni. A energia potencial

total deG é definida como a soma da energia potencial em todos os nós. Os autores conside-

ram um canal líquido infinitamente fino entre a base de dois cilindros se existir uma conexão

entre os dois processadores correspondentes emG. O equilíbrio global é alcançado quando

a altura de todas as colunas de líquido nos cilindros forem a mesma. Eles mostram que este

estado de equilíbrio corresponde à energia potencial global mínima. A quantidade de carga

transferida do nóni para o nónj é dada porγ cicj

ci+cj
(hi − hj) ondeγ é definida como ofator

de balanceamentoo qual encontra-se no intervalo(0, 1) e é utilizado para controlar a quan-

tidade do fluxo de tarefas. É assumido que os canais de comunicação possuem um tempo de

atraso fixo tal que a atividade de balanceamento de carga é completada em um intervalo finito

de tempoB. Cada passo do balanceamento de carga possui dois passos: Troca de informa-

ções e Migração. Os autores mostram que, seguindo este procedimento, a energia potencial
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total converge geometricamente para o estado ótimo. Eles aplicaram este modelo de balan-

ceamento em oito topologias de rede diferentes: árvore binária, completa, hipercubo, linear,

malha, anel, estrela e torus, e encontram um resultado favorecendo as topologias hipercubo

e torus que apresentaram o menor tempo de balanceamento de carga.

2.2 Modelo de Chiassonet al.

Em [33], um novo modelo contínuo, dinâmico, não-linear e determinístico com atrasos

foi desenvolvido para caracterizar os efeitos deste último, presente em links de comunicação,

no problema de balanceamento de carga em clusters de processadores. O modelo é mostrado

como sendo auto-consistente, já que o tamanho das filas não pode ser negativo e o número

total de tarefas presentes nas filas e trafegando na rede é conservado.

Tal modelo foi concebido para estudar o efeito dos atrasos emrelação a diferentes po-

líticas de balanceamento em bancos de dados paralelos. No caso, o NDIS (National DNA

Index System) e o CODIS (Combined DNA Index System).

Um nó raiz comunica-se comk grupos de redes de computadores. Cada um desses grupos

é composto den nós (hosts) contendo cópias idênticas de parte do banco de dados. Qualquer

par de grupos corresponde a bases de dados diferentes, as quais não são necessariamente

disjuntas. Um registro específico (ou perfil de DNA no caso) é geralmente armazenado em

dois grupos por questões de redundância contra problemas defalha.

As bases de dados são implementadas como um conjunto de filas com mecanismos de

buscas (threads), de forma que haja uma thread de busca por nó. As requisiçõesde busca

(queriesno jargão de banco de dados) são criadas não somente pelos clientes da base de

dados, mas também pelos próprios processos de busca já que a árvore de índices é descen-

dente para qualquer requisição. Dentro deste contexto, umatarefa é interpretada como uma

query e o conjunto de queries forma uma fila. Todas as tarefas que devem ser processadas

são chamadas de carga.

Requisições de busca que esperam por seu processamento podemser inseridas em qual-

quer fila associada a um mecanismo de busca, e o conteúdo dessas filas podem ser movidas

arbitrariamente entre nós de processamento de um grupo de forma a alcançar um balancea-

mento [33].

O modelo utilizado em [33] é dado por:
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dxi(t)

dt
= λi − µi(xi(t)) + vi(yi(t)) −

n∑

j=1

pij

tpi

tpj

vj(yj(t− hij)) (2.1)

vi(yi(t)) = −Kiφ(yi(t)) (2.2)

φ(yi(t)) = uhsat(yi(t)) (2.3)

yi(t) = xi(t) −

∑n

j=1 xj(t− τij)

n
(2.4)

onde

pij ,
sat(xavg

j − xi(t− τji))
∑
sat(xavg

j − xi(t− τji)
; pij ≥ 0, pjj = 0,

n∑

i=1

pij = 1 (2.5)

uhsat(yi(t)) =







ymax se yi(t) > ymax

yi(t) se 0 ≤ yi(t) ≤ ymax

0 se yi(t) < 0

(2.6)

Neste modelo, temos os seguintes parâmetros:

• n é o número de nós;

• xi(t) é otempo de espera estimadoexperimentado por uma tarefa inserida em umafila

do i-ésimo nó. Sendoqi(t) o número de tarefas no i-ésimo nó etpi
o tempo médio ne-

cessário para processar uma tarefa no i-ésimo nó. Otempo de espera estimadomédio

é dado porxi(t) = qi(t)tpi
. Note quexj/tpj

= qj é o número de tarefas na fila do nó

j. Se estas tarefas forem transferidas para o nói, então o tempo de espera estimado

transferido éqjtpi
= xjtpi

/tpj
, logo, a fraçãotpi

/tpj
converte tempo de espera no nój

para tempo de espera no nói;

• λi ≥ é a taxa de crescimento do tempo de espera no i-ésimo nó causado pela adição

de tarefas (taxa de crescimento dexi);

• µi ≥ 0 é a taxa de redução no tempo de espera causado pela execução das tarefas no

i-ésimo nó e é dado porµi ≡ (1 × tpi
)/tpi

= 1 para todoi sexi(t) > 0, enquanto se

xi(t) = 0, entãoµi , 0, ou seja, se não há tarefas na fila, então o tamanho da fila não

pode decrescer;
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• vi(t) é taxa de remoção (transferência) das tarefas do nói no tempot pelo algoritmo

de balanceamento de carga no nói. Notar quevi(t) ≤ 0;

• pijvj(t) é a taxa a qual o nój envia tempo de espera para o nói no tempot onde

pij ≥ 0,
∑n

i=1 pij = 1 e pjj = 0. Ou seja, a transferência do tempo de espera

estimado
∫ t2

t1
vj(t)dt do nój, no intervalo de tempo[t1, t2] para os outros nós é re-

alizado com o i-ésimo nó recebendo a fraçãopij(tpi
/tpj

)
∫ t2

t1
vj(t)dt, onde a razão

tpi
/tpj

converte o tempo de espera no nój para o tempo de espera no nói. Como
∑n

i=1(pij

∫ t2

t1
vj(t)dt) =

∫ t2

t1
vj(t)dt, isto resulta na remoção total do tempo de espera

∫ t2

t1
vj(t)dt do nój. A quantidade−pijvj(t − hij) é a taxa de crescimento (taxa de

transferência) do tempo de espera estimado (tarefas) no tempo t do nój para o nói,

ondehij(hii = 0) é o tempo de atraso para a transferência do nój para o nói;

• Os parâmetrosτij(τii = 0) representam os tempos de atraso para a comunicação dos

tempos de espera estimados do nój para o nói. O parâmetroxavg
i = (

∑n

j=1 xj(t −

τij))/n é aestimativa (devido a atrasos) do i-ésimo nó do tempo de espera estimado

médio da rede e é chamado demédia local(estimativa local da média).

As Figuras 2.2 e 2.3 mostram as curvas características da funçõesuhsat(yi(t)) eµ(xi(t)),

respectivamente, utilizadas no modelo (|refMGC).
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Figura 2.2: Curva característica da função não-linearuhsat(yi(t)) empregada no modelo
(2.1).
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Figura 2.3: Curva característica da função não-linearµ(xi(t)) empregada no modelo (2.1).

Neste modelo, todas as taxas estão em unidades dataxa de mudançado tempo de espera

estimado, ou tempo/tempo que é adimensional. Os detalhes podem ser encontrados em [30].

Podemos notar que, comovi(t) ≤ 0, o nó i só pode enviar tarefas para os outros nós

e não pode iniciar nenhuma outra transferência de um outro nópara ele. A lei de controle

vi(t) = −Kiφ(yi(t)) nos diz que: Se a saída do i-ésimo nóxi(t) estiver acima da média local

(
∑n

j=1 xj(t−τij)/n), então ele enviará tarefas aos outros nós, enquanto se ela for menor que

a média local, então nada será enviado. O j-ésimo nó recebe a fração
∫ t2

t1
pij(tpi

/tpj
)vi(t)dt

do tempo de espera transferido
∫ t2

t1
vi(t)dt atrasado dehij.

As figuras (2.2) e (2.3) representam as funções não lineares do modelo, sendo que a

funçãoµ(x(t)) apresenta uma descontinuidade e é responsável pelo consumode tarefas no

modelo.

Após o estudo dos trabalhos dos autores relacionados a este tema [30, 32, 33, 45], pode-

mos dizer que as hipóteses assumidas pelos autores sobre este modelo são:

1. Inicialmente, o modelo foi proposto de forma a ocorrer consumo de tarefas simultanea-

mente ao balanceamento delas [44–46]. Isto foi modificado emum trabalhos posterior

[30];

2. Considera-se que o número de tarefas seja suficientemente alto de forma que o ta-

manho das filas possa ser aproximado por uma variável contínua, daí o modelo ser
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contínuo;

3. O modelo considera que todos os nós conseguem trocar informações diretamente,

como em uma topologia full-mesh ou barramento1. Mas para as redes construídas

com topologia hipercubo, rede binária, etc..., isto pode não se aplicar muito bem [47];

4. As funções não-linearesφ(yi(t)) = uhsat(yi(t)) são as mesmas.

Algumas características que o modelo (2.1) não trata:

1. O modelo considera o atraso de comunicaçãoτij e o atraso de transferênciahij entre

dois nósi e j. No entanto, seu controlador dado pela equação (2.2) não considera o

custo da troca;

2. Apesar do modelo considerar um tempo médio de atraso de comunicação e atraso

de transferência, este último é diretamente proporcional àquantidade de tarefas a ser

transferida, pois quanto maior a carga, maior o tempo necessário para que ela chegue

completamente ao(s) nó(s) de destino.

3. Os autores não apresentam uma forma de determinar o ganho àluz da teoria de con-

trole, tornando a escolha destes subjetiva.

Para ilustramos o funcionamento do modelo (2.1) vamos apresentar um exemplo extraído

de [33].

Exemplo 2.2.1.[33] Seja um cluster homogêneo composto de três nósn1, n2 e n3 com as

seguintes capacidades de processamento respectivamente:tp1
= tp2

= tp3
= 10µs. O

atraso de comunicação (τij) é de200µs e o atraso de transferência (hij) é de400µs. Se as

condições iniciais das filas são dadas porx1(t) = 0, 6, x2(t) = 0, 4 ex3(t) = 0, 2, então a

Figura 2.4 apresenta o resultado da simulação do modelo paraa seguinte matriz de ganhos

K:

K =








6666, 7 0 0

0 4166, 7 0

0 0 5000, 0








(2.7)

17



0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

( a )

Tempo de Espera

y i(t
)

 

 

x1(t)
x2(t)
x3(t)

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

2

3

4

5

6
x 10

4

( c )

Tamanho das Filas

q i(t
)

 

 

q1(t)
q2(t)
q3(t)

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

−0.2

0

0.2

0.4

( b )

Erro

y i(t
)

 

 

y1(t)
y2(t)
y3(t)

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
0

2

4

6

8

10

12
x 10

4

( d )

Total de Tarefas

q fil
a(t

),
q re

de
(t

)
 

 

q
fila

(t)

q
rede

(t)

Figura 2.4: Simulação do modelo (2.1) com atrasos (τij = 200µs ehij = 400µs)

A Figura 2.4a nos mostra o resultado da simulação para o exemplo (2.2.1), onde podemos

verificar o efeito oscilatório provocado pelos atrasos de comunicação e transferência. Como

y(t) = [y1 y2 . . . yn]T é na verdade o erro entre o tempo de espera estimado do i-

ésimo nó e a média dos tempos de espera estimado de todos osn nós do sistema, então, em

condição de equilíbrio de carga,y(t) → 0 quandot→ ∞ - Figura 2.4a. A Figura (2.4c) nos

mostra a evolução do número de tarefas em cada fila durante a simulação. A Figura 2.4d nos

mostra o total de tarefas presentes nas filas (em azul) e o total de tarefas trafegando na rede

(em magenta) ao longo da simulação. Podemos notar que o número total de tarefas nas filas

cai durante os primeiros instantes da simulação e depois retorna ao mesmo valor inicial (em

azul), enquanto o número total de tarefas presentes na rede aumenta (em magenta) e depois

diminui. A soma, em cada instante de tempo, do valor numéricoda curva em azul com o seu

respectivo valor da curva em magenta é constante e igual ao número total de tarefas presentes

nas filas no início da simulação. De certa forma, a rede pode ser vista como se fosse mais

uma fila e temporária.

1Mesmo que haja roteadores e switches no caminho entre duas máquinas, estes equipamentos não partici-
pam efetivamente da troca de tarefas, ou seja, eles não tem filas onde se possa armazenar e processá-las. Eles
contribuem apenas para aumentar o atraso.
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Se desprezarmos o atraso de comunicação, que normalmente é muito menor que o atraso

de transferência, e fizermos a aproximaçãopij = p = 1/(n− 1), utilizada em [33], podemos

reescrever (2.1) e colocá-lo na forma matricial, já fazendoa substituição de (2.2):

ẋ(t) = λ− µ(x(t)) −Kdφ(y(t)) + TKdφ(y(t− h)) (2.8)

ondeẋ(t) = [x1(t) x2(t) · · · xn(t)]T é o vetor de estados,φ(y(t − h)) = [φ1(y1(t −

h)) φ2(y2(t− h)) · · · φn(yn(t− h))]T é o vetor de funções não-lineares,λ = [λ1 λ2

· · · λn]T é vetor de geração de tarefas,Kd = diag(K1 K2 · · · Kn) é a matriz diago-

nal de ganhos e

T = p











0
tp1

tp2

· · ·
tp1

tpn

tp2

tp1

0 · · ·
tp2

tpn

...
...

. ..
...

tpn

tp1

tpn

tp2

· · · 0











n×n

(2.9)

é a matriz deconversão de tempo de esperaentre os nós. Este é um modelo aproximado, na

forma matricial, do modelo (2.1).

O próximo exemplo segue os mesmos parâmetros do exemplo anterior. A única diferença

é a ausência do atraso de comunicação (τij = 0).

Podemos notar na Figura 2.5 que a resposta é menos oscilatória que a resposta mostrada

na Figura 2.4.

A Figura 2.6 nos mostra a mesma simulação caso desprezássemos o atraso de comuni-

cação (τij = 0) e de transferência (hij = 0). Pode-se notar que a troca de tarefas ocorre de

maneira muito mais suave do que nas outras duas simulações. Podemos notar também que a

quantidade de tarefas nas filas permanece constante por todoo período da simulação.

As três simulações anteriores foram apresentadas para validar o modelo em Simulink2,

e formar uma base de comparação para as simulações futuras, que poderão incluir ou não o

atraso de transferência já que a ausência do atraso de comunicação será uma das hipóteses

assumidas neste trabalho.

2Pacote gráfico para simulações da Mathworks Inc.
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Figura 2.5: Simulação do modelo (2.1) sem atraso de comunicação (τij = 0µs e hij =
400µs)

2.2.1 Análise de Conservação do Número de Tarefas

Uma das mais importantes características doMGC é a conservação do total de tarefas

em todas as filas e na rede de comunicação durante o balanceamento de carga [33].

Somando-se a equação:

d

dt

(
xi(t)

tpi

)

=
λi − µi

tpi

+
vi(t)

tpi

−
n∑

j=1

pij

tpj

vj(t− hij) (2.10)

parai = 1, 2, . . . , n, obtemos então:

d

dt

(
n∑

i=1

qi(t)

)

=
n∑

i=1

(
λi − µi

tpi

)

+
n∑

i=1

vi(t)

tpi

−
n∑

i=1

n∑

j=1

pij

tpj

vj(t− hij) (2.11)

o que representa a taxa de de mudança do comprimento total em todos os nós. No entanto,

a própria rede de comunicação contém tarefas em trânsito entre os nós, que também devem

ser computadas. O modelo dinâmico do tamanho das filas na redeé dado por
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Figura 2.6: Simulação do modelo (2.1) sem atrasos (τij = 0µs ehij = 0µs)

d

dt
qredei

(t) =
n∑

j=1

pij

tpj

vj(t− hij) −
n∑

j=1

pij

tpj

vj(t) (2.12)

ondeqredei
é o número de tarefas postas na rede que estão sendo enviadas ao nó i. Esta

equação simplesmente diz que o j-ésimo nó está colocando tarefas na rede a fim de enviá-las

para o i-ésimo nó à uma taxa depij

tpj

uj(t), enquanto o i-ésimo nó está recebendo estas tarefas

do nój pela rede à uma taxa depij

tpj

uj(t − hij). Somando as equações (2.12) para todos os

nós, teremos

d

dt

(
n∑

i=1

qredei
(t)

)

=
n∑

i=1

n∑

j=1

pij

tpj

vj(t− hij) −
n∑

i=1

n∑

j=1

pij

tpj

vj(t)

=
n∑

i=1

n∑

j=1

pij

tpj

vj(t− hij) −
n∑

j=1

vj(t)

tpj

(2.13)

Adicionando-se as equações (2.11) e (2.13) podemos comprovar a conservação do nú-

mero total de tarefas através de
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d

dt

n∑

i=1

(qi(t) + qredei
(t)) =

n∑

i=1

(
λi − µi

tpi

)

(2.14)

Em outras palavras, o número total de tarefas que estão no sistema (filas + rede) pode

aumentar somente pela taxa de chegada de tarefas
∑n

i=1 λi/tpi
em todos os nós, ou de forma

similar, decrescer pela taxa de processamento de tarefas
∑n

i=1 µi/tpi
em todos os nós. O

balanceamento de carga não pode, por si só, incrementar ou decrementar o número total de

tarefas presentes nas filas.

Neste trabalho, a matriz de ganhosK não se limitará apenas à uma matriz diagonal, pois

um dos objetivos será o de flexibilizar a ação de controle.

No entanto, a proposição de uma matriz de ganhos deste tipo necessita de uma demons-

tração de que a conservação do número total de tarefas será mantida.

No apêndice A é dada a prova de conservação do número total de tarefas para uma matriz

de ganhos não-diagonal. Neste mesmo apêndice, ainda investigaremos a possibilidade do uso

de duas matrizes de ganhos diferentes:K (matriz de realimentação não-linear) eKτ (matriz

de realimentação não-linear com atraso).

A justificativa para esta investigação decorre do fato de quea equação (3.30) do modelo

de rede neural com atraso proposto pode ser escrito como:

ẏ(t) = −RKφ(y(t)) +RTKτφ(y(t− h)) +Rλ (2.15)

onde a matriz de ganhosK deixa de ser única nos dois termos. Isto pode permitir uma

flexibilidade maior da ação de controle.

2.2.2 Análise de Estabilidade

O controlador do modelo (2.1) é dado por

vi(t) = −Kiuhsat(yi(t)) (2.16)

onde o ganhoKi > 0 deverá ser especificado. Fisicamente, estes ganhos estão limitados

pelas restrições de banda da rede. De acordo com [33], o termopij pode ser visto também

como parâmetros de controle a ser especificado em função das restrições de banda.

O modelo (2.1) é assintoticamente estável no sentido de Lyapunov para qualquer con-

22



junto de ganhosKi > 0 e qualquer conjuntopij ≥ 0 com
∑n

i=1 pij = 1. Especificamente,

temos o seguinte teorema:

Teorema 2.1. [33] Dado o sistema descrito pelas equações (2.1)-(2.4) e (2.12) comλi = 0

para i = 1, 2, . . . , n e condições iniciaisxi(0) ≥ 0, então(qi(t), qredei
(t)) → 0 conforme

t→ ∞.

Prova: Primeiro pode-se notar queqredei
é não-negativa através da equação (2.12). Segue

então que

qredei
(t) = −

n∑

j=1

pij

tpj

(
∫ t

t−hij

vj(τ)dτ

)

≥ 0 (2.17)

Sob as condições do teorema (2.1), a equação (2.14) torna-se

d

dt

n∑

i=1

(qi(t) + qredei
(t)) = −

n∑

i=1

µi(qi)

tpi

(2.18)

SejaV (t) ,
∑n

i=1(qi(t)+ qredei
(t)) e, comoqi(t) eqredei

(t) são não-negativas,V (t) ≥ 0

e é igual a zero se, e somente se,qi(t) = qredei
(t) = 0 para todoi. Ainda, comoµi(qi(t)) = 1

paraqi(t) > 0 e µi(qi(t)) = 0 se, e somente se,qi(t) = 0, segue então quedV/dt =

−
∑n

i=1 µi(qi(t))/tpi
≤ 0. Isto implica em

V (t) = V (0) −

∫ t

0

n∑

i=1

µi(qi(t))

tpi

dt ≥ 0 (2.19)

é monotonicamente decrescente. ComoV (t) é limitada inferiormente, temosV (t) ↓

Vf ≥ 0, ou

lim
t→∞

∫ t

0

n∑

i=1

µi

tpi

dt = V (0) − Vf ≥ 0 (2.20)

A quantidadeµi(qi(t)) é 1 ou 0 dependendo de quandoqi(t) é positiva ou nula, então

µi(qi(t)) pode ser visto como um conjunto de pulsos de altura unitária elargura variável. A

integral
∫

∞

0
µi(qi(t))dt é finita por (2.20) o que implica que as larguras dos pulsos unitários

que compõemµi(qi(t)) devem tender a zero conformet → ∞. Então, mesmo que uma fila

de tamanhoqi(t) = xi(t)/tpi
continue a chavear entre zero e valores positivos, os intervalos

de tempo para o qual ela é não nula deve tender a zero conformet→ ∞.
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Ou seja, o tamanho da i-ésima filaqi(t) é não negativa, contínua, limitada pela função

não negativa monotonicamente decrescenteV (t), e os intervalos ondeqi(t) é não negativa

tende a zero conformet → ∞. De forma mais precisa, sejaIt,h = [t− h, t] e se definirmos

Et,h = {s ∈ It,h : qi(s) > 0}, então a medida de Lebesgue deEt,h, representada por

m(Et,h), converge para zero conformet→ ∞ para todoh. Ainda mais, conformeui(t) ≤ 0

é sempre verdadeiro e

ui(t) = −Kiuhsat

(

xi(t) −

∑n

j=1 xj(t− τij)

n

)

= −Kiuhsat



tpi
qi(t) −

∑n

j=1

(
tpi

tpj

)

qj(t− hij)

n



 (2.21)

Segue então que os intervalos de tempo para os quais as funções limitadasvi(t) sejam

não nulos deve convergir para zero conformet → ∞. A partir de observações, segue que

vi(t) < 0 necessariamente implica emqi(t) > 0. Logo, a integral (2.17) pode ser limitada

superiormente por
∫

[t−hij ,t]∩Et,hij

|Ki|ymaxdτ = |Ki|ymaxm(Et,hij
) (Relembre queEt,h ⊂

It,h), que converge para zero conformet → ∞. Conseqüentemente, pela equação (2.17),

qredei
(t) → 0 conformet→ ∞.

Agora, mostraremos que a função decrescente monotonicamente V (t) deve convergir

para zero, ou seja,limt→∞ V (t) = Vf = 0. Suponhamos que não, de forma queVf > 0. Con-

formeqredei
(t) → 0, escolhamost1 grande o suficiente de forma que0 ≤

∑n

i=1 qredei
(t) <

ǫVf parat > t1, onde0 < ǫ < 1. Como

V (t) =
n∑

i=1

(qi(t) + qredei
(t)) ≥ Vf , ∀t (2.22)

temos

n∑

i=1

qi(t) ≥ (1 − ǫ)Vf > 0, para t > t1 (2.23)

Para cadat > t1, existe pelo menos umi (o qual depende det) para cadaqi(t) > 0.

Então,
∑n

i=1 µi(qi(t))/tpi
dt ≥ min{1/tpi

} para todot > t1. Pela equação (2.18) temos

então que
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V (t) = V (t1) −

∫ t

t1

n∑

i=1

µi(qi(t))

tpi

dt ≤ V (t1) −

∫ t

t1

min

{
1

tpi

}

dt (2.24)

Conforme o lado direito da equação (2.24) eventualmente torna-se negativo, temos uma

contradição e entãoVf = 0. Como já foi demonstrado queqredei
(t) → 0 para todoi,

V (t) → 0 então implica queqi(t) → 0 para todoi. Isto completa a prova do teorema.

2.2.3 Determinação de Ganhos

Para explicar a conexão existente entre o ganho de controleKi e a implementação do

modelo (2.1), devemos relembrar que o ganho representa a taxa de redução do tempo de

espera por segundo no modelo (2.1), e queyi(t) = (qi(t)−n
−1
∑n

j=1 qj(t−τij))tpi
= ri(t)tpi

,

onderi(t) é o número de tarefas acima da média estimada (local) do número de tarefas em

todos os nós.

A implementação do algoritmo de balanceamento deve executar a lei de controle repeti-

damente com um tempo de intervalo (possivelmente aleatório) entre as ações de balancea-

mento. Sendo∆ti o tempo de intervalo entre execuções sucessivas do algoritmo de balance-

amento no i-ésimo nó, e a lei de controle contínuau(t) = −Kiyi(t), uma lei de controle dis-

creta é definida de forma a remover uma fração da fila de tarefasKzri(t), (0 < Kz < 1) em

um tempo∆ti. A taxa de redução do tempo de espera é−Kzri(t)tpi
/∆ti = −Kzyi(t)/∆ti,

de forma que uma lei de controle contínua equivalente, dado oganhoKz de tempo discreto

e o intervalo de controle∆ti, é dada por:

u(t) = −
Kzyi(t)

∆ti
⇒ Ki =

Kz

∆ti
(2.25)

A lei de controle acima nos mostra o quão rápido o algoritmo debalanceamento de carga

pode ser processado e quanto de carga ele consegue transferir.

A Figura 2.7 representa uma política de balanceamento de carga síncrona, onde os nós

começam uma iteração de balanceamento simultaneamente e terminam em tempos diferentes

(tbi
, i = 1, 2, . . . , n). No entanto, os nós que possuem pouca carga a ser transferida terminam

primeiro e acabam esperando pelos nós que possuem mais carga. Como no decorrer do

tempo a quantidade de carga vai se equilibrando entre os nós,os tempostbi
vão aproximando-

se um dos outros.
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Figura 2.7: Diagrama de tempo do balanceamento de carga síncrono.

Esta política de balanceamento de carga foi a utilizada neste trabalho e é a mais fácil

de ser implementada, utilizando-se a função MPIMPI_Barrier [48], e difere da política

implementada por GHANEM [45], que é totalmente assíncrona.

Uma outra política de implementação, quanto à tempo de processamento do próprio al-

goritmo de balanceamento de carga, refere-se ao fato de ser possível executar todo o trabalho

de balanceamento de uma única vez (One-Shot Load Balancing) ou em pequenas iterações

repetidas [45], onde alterna-se o algoritmo de balanceamento com o processamento das ta-

refas. Na implementação deste trabalho, optou-se pela política do One-Shot Load Balancing

também por ser de maior facilidade de implementação.

As diferenças de políticas de implementação entre GHANEM-CHIASSON [33] e a deste

trabalho não chegam a constituir uma barreira no que tange a avaliação, pois os ganhos

independem da forma de implementação. Além do mais, tanto osganhos encontrados pela

metodologia CHIASSON [33] como pela proposta nesta tese são implementados no mesmo

algoritmo, permitindo uma comparação direta.

Nos experimentos realizados pelos autores, o intervalo∆ti se modificava cada vez que o

algoritmo de balanceamento de carga era executado. Desta forma, o valor utilizado para∆t

era um valor médio.

Em um dos seus experimentos, o valor médio dos ganhos (paraKz = 0, 5) foramK1 =

0, 5/75µs = 6667,K2 = 0, 5/120µs = 4167 eK3 = 0, 5/100µs = 5000.

Outros ganhos foram calculados paraKz = 0, 1 aKz = 0, 6 também e, visualmente, os
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ganhos que deram a melhor resposta foram os escolhidos.

2.3 Modelo de Hopfield-Tank de Redes Neurais

Através de trabalhos publicados e que alcançaram grande repercussão, J.J. Hopfield e

D.W. Tank introduziram um modelo dinâmico, hoje conhecido comomodelo de Hopfield-

Tank para representar redes neurais artificiais [49–51]. Este sistema dinâmico possui uma

interpretação física com um circuito elétrico contendo amplificadores não-lineares interliga-

dos por uma rede de ganhos lineares. Tal circuito pode ser comparado a umarede neural

artificial, pois cada amplificador não-linear pode ser visto como um modelo de uma função

de ativação neural, e a rede de interconexão, como as sinapses.

A forma geral com que este circuito pode ser representado é dado por [52]:

Ci

dxi(t)

dt
= −

xi(t)

Ri

+
n∑

j=1

tijvj(t) + Ii (2.26)

vj(t) = φj(xj(t)) (2.27)

e, na forma matricial

Cẋ(t) = −Gx(t) + Tv(t) + I (2.28)

ondeC > 0 é uma matriz diagonal de capacitâncias de entrada do amplificador neural;

G > 0 é a matriz de admitâncias dos amplificadores;T = tij é a matrizn × n real e

constante de interconexão da rede;I é o vetor de correntes externas e constantes de entrada;

x = [x1(t), . . . , xn(t)]T é o vetor das tensões neurais e o vetorv(t) = [v1(t), . . . , vn(t)]T são

as tensões de saída dos neurônios.

As funções de ativação do neurônioφi(·) possuem as seguintes características [53]:

• φi : R → R, i = 1, . . . , n;

• φi(·) é limitada;

• φi(·) é não-decrescente;

• φi(·) é uma função contínua por partes emR.
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Isto significa queφi(·) pode possuir pontos de descontinuidade de salto, onde existem

limites finitos à direita e à esquerda, e queφi(·) possui um número finito de descontinuidades

em um intervalo compacto deR.

A importância deste modelo de rede neural para a solução de problemas de agendamento

em tempo real foi discutida em [28]. Dentro deste contexto, faz-se necessário que a rede

neural tenha um único ponto de equilíbrio, estável e globalmente atrativo, de forma a evitar

as chamadas soluções espúrias (mínimos locais).

No entanto, na prática, verificou-se que o modelo (2.28) apresentava comportamento ins-

tável em muitas ocasiões, devido ao atraso de tempo enfrentado pelo sinal na realimentação.

O modelo matemático passou então a contemplar os efeitos do atraso e novas provas de

convergência vem sendo apresentadas para este novo modelo,muitas empregandoInequa-

ções Matriciais Lineares(LMI), onde há uma vasta literatura sobre este assunto, comopor

exemplo o modeloHopfield Delayed Neural Network- HDNN - apresentado em [54]:

ẋi(t) = −xi +
n∑

j=1

wijφj(xj(t)) +
n∑

j=1

whij
φj(xj(t− h)) + ui, i = 1, 2, . . . , n (2.29)

que, posto na forma matricial, fica:

ẋ(t) = −x(t) +Wφ(x(t)) +Whφ(x(t− h)) + u (2.30)

ondex(t) = [x1(t), · · · , xn(t)]T é o vetor de estados,φ(x(t)) = [φ1(x1(t)), · · · , φn(xn(t))]T

é o vetor de saída,W = {wij} é a matriz de realimentação,Wh = {whij
} é a matriz de

realimentação atrasada,u = [u1, · · · , un]T é o vetor constante eh é o atraso. A função de

ativaçãoφi(xi(t)) é dada por

φi(xi(t)) = 0.5(|xi(t) + 1| − |xi(t) − 1|), i = 1, . . . , n (2.31)

e seu gráfico correspondente é apresentado na Figura 2.8.

Na próxima seção, será mostrado que o modelo matemático publicado por HUIet al.

possui uma similaridade com o modelo publicado por CHIASSONet al., e que este último

possui uma similaridade com o modelo de Hopfield-Tank com atraso. Como conseqüência,

uma função de Lyapunov correspondente é construída baseadaem um dos trabalhos sobre
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Figura 2.8: Curva característica da função de ativaçãoφi(xi(t)) (2.31)

convergência de redes neurais artificiais com atraso de SINGH [54]. Desta forma, a prova de

existência, unicidade e estabilidade global assintótica do ponto de equilíbrio nos modelos é

assegurada através da função de Lyapunov expressa na forma de uma LMI.

2.4 Analogia Entre Modelos

Os estudos preliminares dos modelos supra-citados nos permitem realizar uma analogia

entre o modelo publicado por HUIet al. e o modelo publicado por CHIASSONet al. (2.1),

a fim de mostrar que estes possuem semelhanças.

Vamos recordar que:

- No modelo de HUIet al.

vi(t) = hi(t)Ci (2.32)

ondevi é a quantidade de tarefas destinadas ao i-ésimo processador(volume),hi é a altura

da coluna de líquido eCi é a capacidade de processamento deste i-ésimo processador.

Quanto mais rápido for o i-ésimo processador, maior será o termoCi e, quanto maior a

carga de trabalho a ser realizada por este mesmo processador, maior seráhi, ou seja, maior a

quantidade total de tarefasvi.

- No modelo publicado por CHIASSONet al.
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Figura 2.9: A analogia entre os modelos publicados por HUIet al. e CHIASSONet al..

xi(t) = qi(t)tpi
(2.33)

ondexi é o tempo de espera estimado para uma tarefa ser executada no i-ésimo processador,

qi é a quantidade de tarefas na filai alocadas para este i-ésimo processador etpi
é o tempo

de processamento na i-ésima fila.

Quanto maior o termotpi
, significa que mais lentamente o processador está consumindo

tarefas, e quanto maior a quantidadeqi de tarefas na i-ésima fila, maior ser o tempo de espera

xi.

Estabelecendo a relação

Modelo de Huiet al. Modelo de Chiassonet al.

Ci
1

tpi

vi(t) qi(t)

hi(t) xi(t)

Podemos adaptar a equação (2.1) para o modelo de Hui, pois como dito anteriormente,

não existe uma forma matemática fechada em seu trabalho.

dvi(t)

dt
= u(yi(t)) −

n∑

j=1

pij

Cj

Ci

u(yj(t)) (2.34)

u(yi(t)) = −Kiuhsat(yi(t)) (2.35)

yi(t) = vi(t) −

∑n

j=1 vj(t)

n
(2.36)
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Podemos agora comparar os modelos (2.1), o modelo de Hopfield-Tank com atraso

(2.30), com o modelo de HUIet al. dado acima para verificar que eles são análogos, mas

não estritamente equivalentes.

Olhando cada termo isoladamente dos três modelos na tabela abaixo, podemos apontar

algumas diferenças.

Modelo 1o Termo 2o Termo 3o Termo 4o Termo

Hui × (−I + C)Kdφ(y(v(t))) × ×

Chiasson −µ(x(t)) −Kdφ(y(x(t))) TKdφ(y(x(t− h))) λ

Hopfield −x(t) Wφ(x(t)) W hφ(x(t− h)) u

O modelo de HUIet al. não possui o1o termo que é uma realimentação linear, o3o termo

que é uma realimentação não-linear atrasada, nem o4o termo que é o bias3.

Uma diferença entre o modelo (2.1) e o de Hopfield é que o1o termo no modelo (2.1)

é uma função não-linear e descontínua dex(t) e não a própria variável de estadox(t). A

segunda é que o2o e o 3o termos no modelo (2.1) são funções compostas do tipoφ ◦ y ◦

x, enquanto no modelo de Hopfield a função composta é do tipoy ◦ x. Será necessário

trabalharmos sobre esta diferença, o que será feito no capítulo 3.

Modelo de

Hopfield-Tank

Modelo de

Ghanem-Chiasson

Modelo de

Hui-Chanson
-�

~

}>

=

Figura 2.10: Relacionamento entre os modelos estudados

A Figura 2.9 apresenta uma comparação visual da analogia dosmodelos de balancea-

mento apresentados e a Figura 2.10 apresenta o esquemático de relacionamento entre eles e

o modelo de redes neurais.

3O termobiasé o correspondente na linguagem de redes neurais à geração detarefas no modelo (2.1), ou
seja, ele é um caso particular deste último
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O termoµ(x(t) pode ser desconsiderado pois em [33], os autores demonstraram que não

há sentido em falarmos de consumo de tarefas simultaneamente ao balanceamento de carga

pois, ou o processador está utilizando o seu esforço para consumir tarefas ou para processar

o balanceamento de carga. Sendo assim, omitiremos este termo neste trabalho a partir do

capítulo 3 em diante.

2.5 Resumo do Capítulo

Neste capítulo, verificamos três modelos conhecidos para o problema de balanceamento

de carga e descobrimos algumas similaridades entre eles. Destacamos também as diferenças

entre o modelo (2.1) e o modelo de rede neural de Hopfield-Tankcom atraso.

Apresentamos uma análise aprofundada do modelo (2.1), já que ele fornece um modelo

matemático de seu esquema de balanceamento, enquanto o modelo publicado por HUIet

al. não o faz, ficando apenas na descrição de um pseudo-algoritmopara implementá-lo. No

entanto, sua abordagem facilita o entendimento do funcionamento do modelo (2.1).

Diante das idéias publicadas em [30, 42], podemos realizar um extrato dos pontos de

cada modelo e implementar a tabela abaixo nos mostrando o quecada modelo aborda e o

que não aborda.

Modelo Proc. heterog. Atraso Modelo Formal Cálculo de Ganhos

Hui SIM NÃO NÃO NÃO

Chiasson SIM SIM SIM NÃO

Hopfield SIM SIM SIM NÃO

Apesar do modelo de Hopfield-Tank não ser especificamente um modelo de balancea-

mento de carga entre processadores, é possível dizer que elese aplica ao problema, e com

processadores heterogêneos, conforme será demonstrado nopróximo capítulo.

A principal contribuição desta tese será na última coluna databela acima, pois estabele-

ceremos princípios para o cálculo dos ganhos à luz da Teoria de Controle, expandindo assim

um pouco mais o modelo (2.1).

Para permitir uma comparação justa, o problema a ser tratadonesta tese continuará no

domínio contínuo, deixando a abordagem por meios discretospara trabalhos futuros.

Um dos objetivos a ser alcançado é o de reduzir o tempo de espera estimado (variá-

vel xi(t)), porém, sem desconsiderar que a própria complexidade na execução das leis de
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controle consome tempo de processamento. Tal tempo de processamento também deve ser

minimizado.
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Capítulo 3

Formulações do Modelo Sob a Forma de

Redes Neurais

A idéia de utilizar redes neurais para promover o balanceamento de carga entre micropro-

cessadores advém da similaridade mostrada no capítulo 2 e dealgumas características ine-

rentes a elas que são desejáveis em um algoritmo de balanceamento de carga [24, 26, 27, 29].

Eis algumas:

• Velocidade de processamento e custo computacional razoáveis;

• Natureza paralela intrínseca;

• Possibilidade de convergência assintótica quando submetida a atrasos.

Neste capítulo, diversas versões de modelos serão desenvolvidas e estudadas até alcançar-

mos a versão com a complexidade desejada, onde reforçaremosa similaridade de um modelo

aproximado de (2.1) com um caso particular de uma rede neuralconhecida comoHopfield

Delayed Neural Network(HDNN). Tal forma particular trata-se na verdade da extensão de

um sistemaPersidskii[55] no qual estaremos incluindo atrasos.

Isto permite abrir um leque de oportunidades de estudo dos efeitos do atraso sobre a con-

vergência de um problema de balanceamento de carga entre microprocessadores, baseando-

se no que há de mais recente na literatura e em pesquisas sobreredes neurais artificiais com

atraso.

A organização do estudo será feita conforme visto na Figura 3.1.

A tabela a seguir indica as subseções onde cada modelo pode ser encontrado.
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Hidrodinâmico

(Hui)
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Modelo de
Redes Neurais

(Hopfield-Tank)

Sem
Atrasos

Com
Atrasos

Versão
Linear

Versão
Não-Linear

Versão
Linear

Versão
Não-Linear

6

?

6

?

Na variável x

Na variável y

Na variável x

Na variável y

Na variável x

Na variável x

Na variável y

Na variável y

-

-

MLY

MRN

Figura 3.1: Desenvolvimento a partir do Modelo Base

Versão Linear Versão Não-Linear

Variável x y x y

Sem Atrasos seção (3.1.1.1) seção (3.1.1.2) seção (3.1.2.1) seção (3.1.2.2)

Com Atrasos seção (3.2.1.1) seção (3.2.1.2) seção (3.2.2.1) seção (3.2.2.2)

Tabela (3) - Seqüência de desenvolvimento e suas subseções.

O estudo destes modelos intermediários simplificados possui um papel preponderante

no entendimento mais aprofundado do problema, permitindo aanálise e comparação dos

comportamentos do sistema não-linear e sua versão linear visando estabelecer uma estratégia

de controle para o sistema não-linear.

A partir desta premissa, faremos as seguintes hipóteses em relação ao modelo (2.1):

h1 O atraso de comunicação nos links, por ser geralmente muito menor que o atraso de

transferência em um cluster, será desconsiderado;

h2 O atraso de transferência será considerado único, ou homogêneo;
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h3 O termo correspondente ao consumo de tarefasµ(x) não será considerado pelo motivo

já exposto no capítulo 2, no último parágrafo da seção (2.4);

h4 O termopij será assumido como constante e definido porpij = p = 1/(n − 1),

conforme [30];

h5 Será considerado que não há falha ou desconexão de processadores, conseqüente-

mente, o númeron de processadores do sistema será constante;

h6 Apesar dos sistemas operacionais modernos atuarem com diversas filas (cada qual com

uma prioridade diferente), trabalharemos com todas as filascomo sendo uma única

pois estaremos considerando o tempo de espera estimado médio xi(t) para uma tarefa

ser executada no i-ésimo processador.

Estas serão as hipóteses assumidas para o modelo que será utilizado no início do estudo.

Doravante chamaremos este modelo deModelo Base:

ẋi(t) = vi(yi(t)) −
n∑

j=1

p
tpi

tpj

vj(yj(t− h)) + λi (3.1)

onde

vi(y(t)) = −Kiφ(yi(t)) (3.2)

φ(yi(t)) = uhsat(yi(t)) (3.3)

yi(t) = xi(t) −

∑n

j=1 xj(t)

n
(3.4)

p =
1

n− 1
(3.5)

ou, na forma compacta:

ẋ(t) = v(y(t)) − Tv(y(t− h)) + λ (3.6)

ondev(y(t)) = −Kdφ(y(t)),Kd = diag(K1, . . . , Kn), φ(y(t)) = [φ(y1(t)), . . . , φ(yn(t))]T .
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Nas próximas seções, apresentaremos as versões de modelos derivados do Modelo Base

na forma compacta (3.6). No capítulo 4 será abordado o estudodas condições de estabilidade

para cada uma das versões geradas e, finalmente no capítulo 5,a síntese de controladores será

apresentada.

3.1 Versões do Modelo sem Atraso (Linear e Não-Linear)

Devido ao efeito instabilizante do atraso [30], iniciaremos o estudo das versões dos mo-

delos desprezando-o, e verificando assim os resultados do balanceamento de carga caso as

transferências de tarefas e a comunicação fossem instantâneas entre os diversos nós.

Após as versões sem atrasos terem sido entendidas, passaremos ao estudo dos mesmos

modelos acrescidos de atrasos e verificaremos os efeitos destes sobre cada um dos modelos.

3.1.1 Versão Linear sem Atraso

A fim de estudarmos os modelos do mais simplificado ao mais complexo, o que propi-

ciará um melhor entendimento de todos os casos particularesdo Modelo Base(3.6), vamos

iniciar com uma versão de modelo que seja uma versão linear deste.

Seja o sistema linear invariante no tempo dado abaixo







ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

z(t) = Cx(t)
(3.7)

ondey(t) = [y1(t), . . . , yn(t)]T é o vetor de estados formado porn variáveis de estado,

u(t) = [u1(t), . . . , up(t)]
T é o vetor de entrada formado porp entradas como seus elementos,

z(t) = [z1(t), . . . , zm(t)]T é o vetor de saída formado porm saídas como seus elementos,

A ∈ R
n×n é a matriz de estados,B ∈ R

n×p é a matriz de coeficientes de entrada eC ∈ R
m×n

é a matriz de coeficientes de saída.

Considerando a lei de controle dada pela realimentação de estados

u(t) = Kx(t) (3.8)

então temos o seguinte sistema em malha fechada com realimentação de estados (state feed-

back control):
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ẋ(t) = (A+BK)x(t)

z(t) = Cx(t)
(3.9)

A realimentação de estados pressupõe que todas as variáveisde estado estejam dispo-

níveis para a realimentação e que o sistema seja controlável. Na prática, isto pode não ser

verdade porque as variáveis de estado podem não estar disponíveis para medição direta ou a

medição pode ser cara demais.

Nos casos práticos, a medição da saída é normalmente mais fácil, levando à realimenta-

ção de saída. No entanto, o sistema deve ser observável para que seja possível a construção

de observadores de estado, os quais geram uma estimativa deste [56].

No caso do Modelo Base (3.1), como uma variável de estadoxi(t) representa o tempo de

espera estimado experimentado por uma tarefa inserida em uma fila do i-ésimo nó, ela pode

ser obtida através da equaçãoxi(t) = qi(t)tpi
- seção (2.2).

Considerando a lei de controle dada pela realimentação de saída

u(t) = Kz(t) (3.10)

então temos o seguinte sistema em malha fechada com realimentação de saída (output feed-

back control):







ẋ(t) = (A+BKC)x(t)

z(t) = Cx(t)
(3.11)

Vamos mostrar que a versão linear sem atraso descrito na variável x do Modelo Base

(3.6) é um caso particular do modelo em malha fechada com realimentação de saída (3.11),

e que podemos colocá-lo na forma de um modelo em malha fechadacom realimentação de

estados. Esta mudança será útil quando analisarmos a versãonão linear com atraso descrita

na variável y.

Vamos assumir as seguintes hipóteses para o Modelo Base (3.6):

• A matriz de ganhos não mais será do tipo diagonal;

• O termo não-linearv(y(t)) = −Kdφ(y(t)) será substituído por−Ky(t);

• O termo não-linearv(y(t− h)) = −Kdφ(y(t− h)) será substituído por−Ky(t).
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Assumindo estas hipóteses, é possível expressar o modelo navariável x ou na variável y.

Esta última, se mostrará útil quando analisarmos a versão domodelo não-linear com atraso.

3.1.1.1 Versão Linear Sem Atraso Descrito na Variável x

Considerando as hipóteses feitas e após as devidas substituições, podemos apresentar o

modelo versão linear sem atraso descrito na variável x, ou seja, partindo do modelo:

ẋ(t) = −Ky(t) + TKy(t) + λ (3.12)

e da equação (2.4), podemos extrair a seguinte relação entreas variáveis x e y:

y(t) = Rx(t) (3.13)

onde

R =
1

n











(n− 1) −1 · · · −1

−1 (n− 1) · · · −1
...

...
. . .

...

−1 −1 · · · (n− 1)











n×n

(3.14)

R ∈ R
n×n é estruturalmente singular.

Substituindo (3.13) em (3.12), teremos:

ẋ(t) = −KRx(t) + TKRx(t) + λ (3.15)

e colocandoKRx(t) em evidência, teremos:







ẋ(t) = (−I + T )KRx(t) + λ

y(t) = Rx(t)
(3.16)

ondeI é a matriz identidaden× n.

A Figura 3.2 mostra o diagrama em blocos da versão linear na variável x sem atraso para

a forma (3.16).

Comparando o modelo (3.16) com (3.11), podemos verificar que amatrizA em (3.16) é

nula (todos os pólos na origem), a matrizB de (3.16) é da da porB = (−I + T ), a matriz
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+

ẋ(t) x(t)

Figura 3.2: Diagrama em blocos da versão linear na variável xsem atraso

C = R e y(t) = z(t). Este modelo em malha fechada (3.16) é resultado da seguintelei de

controle por realimentação de saída:

u(t) = KRx(t) (3.17)

Podemos colocar o modelo (3.16) na forma apresentada em (3.11) se multiplicarmos

(3.12) à esquerda pela matrizR, resultando na versão linear na variável y, descrita a seguir.

3.1.1.2 Versão Linear Sem Atraso Descrito na Variável y

Multiplicando-se a equação (3.12) pela matrizR à esquerda em ambos os lados da equa-

ção (3.18), teremos:

Rẋ(t) = −RKy(t) +RTKy(t) +Rλ (3.18)

Comoẏ(t) = Rẋ(t), a equação fica da seguinte forma:

ẏ(t) = −RKy(t) +RTKy(t) +Rλ (3.19)

Colocandoy(t) em evidência:







ẏ(t) = R(−I + T )Ky(t) +Rλ

z(t) = Cy(t)
(3.20)

onde a matrizC é a identidade, neste caso. A equação (3.20) descreve um sistema linear

invariante no tempo em malha fechada na variável y, onde a matriz A de (3.20) é nula, a

matrizB de (3.20) é dada porB = R(−I + T ), e a lei de controle por realimentação de

40



estados é dada por:

u(t) = Ky(t) (3.21)

Neste caso, a matrizB será singular e o estado deste modelo, dado pory(t) = [y1(t), . . . ,

yn(t)]T , representa a diferença entre o tempo médio esperado e a média local estimada - ver

equação (3.13) - que, sob leis de controle adequadas (ganhosK), deverá convergir para zero

(zeroing the output control).

r = 0 j- ?

?
R

λ

j- -

��

6

R
R (−I + T ) K

-?

�A = 0

+

+
+

+

+

ẏ(t) y(t)

Figura 3.3: Diagrama em blocos da versão linear na variável ysem atraso

O estudo do modelo versão linear na variável y sem atraso é importante, pois ele forne-

cerá subsídios para o desempenho do modelo em malha fechada na síntese de controladores

na forma de redes neurais com atraso, como será visto na seção(5.3).

A Figura 3.3 mostra o diagrama em blocos da versão linear na variável y sem atraso.

3.1.2 Versão Não-Linear sem Atraso

Vamos considerar a função não-linearφ(y(t)) = uhsat(y(t)) e descrever os modelos

correspondentes nas variáveis x e y.

3.1.2.1 Versão Não-Linear Sem Atraso Descrito na Variável x

Retomando a equação (3.6), assumindo o atrasoh = 0, e substituindo o vetorv(y(t)) =

−Kφ(y(t)), teremos:

ẋ(t) = −Kφ(y(t)) + TKφ(y(t)) + λ (3.22)
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Colocando os termosKφ(y(t)) em evidência, teremos:

ẋ(t) = (−I + T )Kφ(y(t)) + λ (3.23)

Este modelo é o que, na verdade, mais se aproxima do modelo hidrodinâmico de Hui

pois não considera atraso de transferência nem atraso de comunicação.

r = 0 j- ?

λ

j- -

��

6

R
(−I + T ) K φ(·)

-

�

+
+

+

+

ẋ(t) x(t)

�R
y(t)

Figura 3.4: Diagrama em blocos da versão não-linear na variável x sem atraso

A Figura 3.4 apresenta o diagrama em blocos da versão não-linear na variável x sem

atraso.

3.1.2.2 Versão Não-Linear Sem Atraso Descrito na Variável y

Multiplicando-se a equação (3.23) pela matrizR pela esquerda, teremos:

ẏ(t) = R(−I + T )Kφ(y(t)) +Rλ (3.24)

a qual acaba na forma do modelo de rede neural de Hopfield.

r = 0 j- ? j- -

��

6

R
R (−I + T ) K

-

�

+
+

+

+

ẏ(t) y(t)

�φ(·)

?

λ

R

?

� �A = 0 φ(·)

+

Figura 3.5: Diagrama em blocos da versão não-linear na variável y sem atraso
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Se desconsiderarmos o termoRλ, ou seja sem a entrada de tarefas, então a equação (3.24)

assume a forma de um sistema Persidskii, definido por [52, 55]:

Definição 3.1(Sistemas Persidskii). Seja um sistema dinâmicoẏ = φ(y), y ∈ R
n, φ : R

n 7→

R
n é dito ser do tipo Persidskii se ele for da forma

ẏi(t) =
n∑

j=1

aijφj(yj(t)), i = 1, 2, . . . , n (3.25)

onde para cada cadai, j, φj : R 7→ R pertence à classe de funções de setor infinito:

• ψφj(ψ) ≥ 0 eφj(0) = 0;

•
∫ yj

0
φj(τ)dτ 7→ ∞, quando|yj| 7→ ∞;

• φj é Lipschitz contínua.

O sistema dinâmico (3.25) também pode ser escrito na forma compacta como se segue:

ẏ(t) = Aφ(y), ondeA = (aij) eφ(y) = [φ1(y1), . . . , φn(yn)]T .

Como será mostrado no capítulo 4, na literatura existem condições de estabilidade global

assintótica com base nas características da matrizA para sistemas desta classe.

A Figura 3.5 apresenta o diagrama em blocos da versão não-linear em y sem atraso.

3.2 Versões do Modelo com Atraso (Linear e Não-Linear)

Após termos descrito as versões de modelos sem atraso, passaremos a representá-los

considerando-se um atraso homogêneo (atraso único) nos modelos.

3.2.1 Versão Linear com Atraso

Conforme a seção anterior e suas subseções, vamos continuar seguindo a mesma seqüên-

cia apresentada de modelos, conforme a Figura 3.1.

3.2.1.1 Versão Linear com Atraso Descrito na Variável x

Partindo da equação (3.6) e assumindo as hipóteses dadas anterioremente para a versão

linear, teremos:
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ẋ(t) = −Ky(t) + TKy(t− h) + λ (3.26)

Comoy(t) = Rx(t) - equação (3.13), podemos substituir esta relação na equação acima,

obtendo

ẋ(t) = −KRx(t) + TKRx(t− h) + λ (3.27)

Temos então um sistema linear do tipoẋ(t) = Wx(t) +Whx(t − h), ondeW = −KR

eWh = TKR. As propriedades destes sistemas foram estudadas em [57, 58], e com atraso

variável em [59, 60].

Podemos notar que a matriz de conversão de tempo de espera entre os nós - matrizT

(2.9) multiplica apenas o segundo termo do lado direito da equação (3.27).

Esta matrizT é formada pela razão dos tempos de espera em cada fila (tpi
/tpj

). Estes

tempos de espera, por sua vez, dependem de forma inversamente proporcional à velocidade

do processador de um determinado nó. Quanto maior a diferença de capacidade entre os

processadores, o número de condicionamento da matrizT torna-se maior. Isto acontece

porque para um valortpi
alto e um valortpj

baixo, o elementoTij = tpi
/tpj

da matrizT será

alto, enquanto o elementoTji = tpj
/tpi

será baixo.

Observa-se que no caso das versões de modelos sem atraso, ocorre uma soma das matri-

zesI eT , e a diagonal principal da matriz T, que originalmente era nula conforme a equação

(2.9), passa a ser negativa e unitária.
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?
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−

Figura 3.6: Diagrama em blocos da versão linear na variável xcom atraso

A Figura 3.6 apresenta o diagrama de blocos da versão linear na variável x com atraso.
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3.2.1.2 Versão Linear com Atraso Descrito na Variável y

O modelo da versão linear na variável y com atraso é importante, pois ele fornece subsí-

dios para a síntese de controladores na forma de redes neurais com atraso conforme capítulo

(5), além de esclarecer a seqüência lógica do desenvolvimento realizado neste trabalho.

Partindo da equação (3.26), multiplicando-se os dois membros pela matrizR pela es-

querda, teremos:

ẏ(t) = −RKy(t) +RTKy(t− h) +Rλ (3.28)

r = 0 j- ? j- -
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ẏ(t) y(t)
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?

� �R K

−

λ

?

Figura 3.7: Diagrama em blocos da versão linear na variável ycom atraso

A Figura 3.7 apresenta o diagrama de blocos da versão linear na variável y com atraso.

3.2.2 Versão Não-Linear com Atraso

Vamos assumir agora as funçõesφ(y(t)) = uhsat(y(t)) e apresentar as versões dos

modelos não-lineares com atrasos descritos nas variáveis xe y.

3.2.2.1 Versão Não-Linear com Atraso Descrito na Variável x

A versão do modelo não-linear com atraso, descrito na variável x, constitui-se no próprio

Modelo Base (3.6), com as funçõesv(y(t)) e v(y(t − h)) substituídas. A equação, desta

forma pode ser apresentada como:

ẋ(t) = −Kφ(y(t)) + TKφ(y(t− h)) + λ (3.29)

45



Podemos notar que esta equação é similar ao modelo do Hopfield-Tank com atrasos ho-

mogêneos, com a ressalva das diferenças já citadas na seção Analogia entre os modelos do

capítulo 2.

De forma a eliminar as diferenças entre os termos de realimentação linear e não-linear

entre o Modelo Base (3.6) e o modelo de Hopfield-Tank com atraso, poderemos multiplicar

a equação acima pela matrizR à esquerda e reescrevê-la na variável y.
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−

-
y(t)

R

Figura 3.8: Diagrama em blocos da versão não-linear na variável x com atraso

A Figura 3.8 apresenta o diagrama de blocos da versão linear na variável x com atraso.

3.2.2.2 Versão Não-Linear com Atraso Descrito na Variável y

Como feito nos casos anteriores, a partir da versão não-linear com atraso, descrita na

variável x, podemos multiplicar a equação (3.29) pela matrizR pela esquerda em ambos os

membros, e obter uma versão não-linear com atraso descrita na variável y. Desta forma, co-

locamos nosso Modelo Base (3.6) em uma forma particular de rede neural de Hopfield-Tank,

que é o modelo final com o qual trabalharemos visando obter as leis de controle adequadas.

Doravante chamaremos este modelo deModelo de Rede NeuralouMRN .

ẏ(t) = −RKφ(y(t)) +RTKφ(y(t− h)) +Rλ (3.30)

Observa-se que o Modelo de Rede Neural que representa o problema de balanceamento

de carga não possui a realimentação linear presente no modelo de Hopfield-Tank com atrasos

dado em (2.30).

A ausência do termo de realimentação linear dificulta a ação estabilizante dos controla-

dores, já que o termo linear com realimentação negativa contribui para a estabilização do

sistema, enquanto os atrasos contribuem para a instabilização.
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ẏ(t)

�h

R

?

� �K φ(·)

− y(t)

R?

λ

Figura 3.9: Diagrama em blocos do modelo de rede neural com atrasos do ponto de vista da
Teoria de Controle

A Figura 3.9 apresenta o diagrama de blocos do Modelo de Rede Neural que representa

o problema de balanceamento de carga.

3.3 Outra Forma de Representação do Modelo de Chiasson

et al.

Uma outra forma de reescrever o modelo (2.1) incluindo os parâmetrosµ(x) e λ foi

estudada no início de todo o trabalho e será apresentada nesta seção.

Esta forma de representação apresentava, em seu início, a vantagem de incluir o termo

µ(x) (consumo de tarefas) em uma forma matricial semelhante à do modelo de Hopfield-

Tank, porém mostrou-se desnecessária a partir de [30], ondemostrou-se que não há sentido

em termos consumo de tarefas, representado pelo termoµ(x) simultaneamente ao balanço

de carga pois ou o processador está processando alguma tarefa (consumindo) ou realizando

o esforço necessário para executar o balanço de carga.

Vamos considerar um cluster apenas com dois processadores,ou seja,n = 2, inicial-

mente sem atraso. Partindo da equação (2.4), e permitindo umsistema com ordem estendida,

temos:
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y1(t) = x1(t) −
x1(t)+x2(t)

2

y2(t) = x2(t) −
x1(t)+x2(t)

2

y3(t) = x1(t)

y4(t) = x2(t)

(3.31)

Derivandoyi(t) em relação ao tempo, teremos que:







ẏ1(t) = ẋ1(t) −
ẋ1(t)+ẋ2(t)

2

ẏ2(t) = ẋ2(t) −
ẋ1(t)+ẋ2(t)

2

ẏ3(t) = ẋ1(t)

ẏ4(t) = ẋ2(t)

(3.32)

Fazendo as substituições necessárias no sistema da equação(3.32) a partir da equação

(2.1), e reescrevendo na forma matricial, teremos:

y(t) =
1

2











−1 − p
tp2

tp1

1 + p
tp2

tp1

−2 2

1 + p
tp2

tp1

−1 − p
tp2

tp1

2 −2

−2 2p
tp1

tp2

−2 0

2p
tp2

tp1

−2 0 −2





















K1 0 0 0

0 K2 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1





















φ(y1(t))

φ(y2(t))

µ(y3(t))

µ(y4(t))











+

(3.33)

+
1

2











1 −1

−1 1

2 0

0 2














λ1

λ2





No entanto, esta representação (3.33) apresenta uma desvantagem para sistemas de grande

porte, pois é necessário trabalharmos com matrizes de ordematé2n× 2n.

Apesar da mesma forma de representação matricial também poder ser feita para o modelo

(2.1) com atraso, a representação matricial dada peloModelo Basena forma compacta (3.6)

torna-se mais vantajosa por proporcionar matrizes de ordematén × n, justificando assim a

escolha por (3.6).
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3.4 Resumo do Capítulo

Neste capítulo, partimos do Modelo Base (3.6) e apresentamosdiversas versões deste

modelo. Cada um dos modelos assumindo uma ou mais particularidades.

A comparação do modelo versão não-linear com atraso descrito na variável y (3.30)

com o modelo de Hopfield-Tank com atrasos (2.30) evidencia que o modelo (3.30) é um

caso particular de (2.30), uma vez que o modelo (3.30) diferedeste último apenas por não

apresentar o termo de realimentação linear negativa.

A descoberta da possibilidade de representarmos o modelo (2.1) como um caso particu-

lar do modelo de redes neurais com atrasoHDNN (2.30), resultando noMRN (3.30), nos

permitirá a busca de controladores, com a devida prova de convergência, através de traba-

lhos publicados na área de redes neurais com atraso, principalmente utilizando-se inequações

matriciais lineares que, devido aoMétodo dos Pontos Interiores, nos permite solucionar pro-

blemas com um custo computacional atraente.

Este caminho, realizado através da apresentação destes modelos, teve como propósito

estabelecer as equações que poderão reger os casos particulares, mesmo que alguns destes

casos sejam difíceis de serem encontrados na prática, como por exemplo, um cluster real-

mente homogêneo com uma taxa média de processamento de tarefas igual para todos os nós.

Ainda assim, estas versões permitiram um melhor entendimento do problema e ajudou na

definição do caminho a ser seguido.
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Capítulo 4

Resultados de Estabilidade Para os

Diferentes Modelos

Neste capítulo, faremos um estudo de análise de estabilidade para alguns dos modelos de-

senvolvidos no capítulo 3, de forma a permitir um melhor entendimento de comportamentos

particulares de um modelo mais geral, que é o da rede neural com atraso (MRN ).

O estudo das condições de estabilidade, principalmente quando elas são apresentadas na

forma de LMIs, auxiliará na determinação das matrizes de ganho de realimentação de uma

forma computacionalmente eficiente através doMétodo dos Pontos Interiores.

4.1 Versões do Modelo sem Atraso (Linear e Não-Linear)

Nesta seção apresentaremos resultados de estabilidade considerando-se os modelos sem

atrasos. Com isto, espera-se facilitar a captação do comportamento do modelo nesta situação

hipotética, o que permitirá uma comparação para os mesmos sistemas com atraso quando

estes forem incluídos mais adiante.

4.1.1 Versão Linear sem Atraso

A fim de facilitar o entendimento do comportamento do sistema, vamos explicitar as

condições de estabilidade para as versões lineares dos sistemas sem atrasos.
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4.1.1.1 Versão Linear sem Atraso Descrito na Variável x

Seja o sistema linear e invariante no tempo (SLIT) dado pela equação (3.7), reproduzida

parcialmente aqui por conveniência:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (4.1)

considerando a lei de controle:

u(t) = KRx(t) (4.2)

então, em malha fechada, o SLIT (3.7) possui a seguinte forma:

ẋ(t) = (A+BKR
︸ ︷︷ ︸

Amf

)x(t) (4.3)

Seja a equação da versão linear sem atraso descrita na variável x (3.16), reproduzida aqui

por conveniência :

ẋ(t) = ((−I + T )KR
︸ ︷︷ ︸

Amf

)x(t) + λ (4.4)

temos que, neste caso, a matrizAmf é dada porAmf = (−I + T )KR. Comparando as

equações (4.3) e (4.4), verificamos queA é nula eB = (−I+T ) nesta última. Vale observar

ainda que, como não temos controle sob o termoλ no modelo, ele deve ser visto como uma

perturbação e não uma entrada do sistema.

Devido ao fato da matrizA ser nula, técnicas de síntese de controladores clássicas, como

por exemplo, posicionamento de pólos (fórmula de Ackermann) não são aplicáveis nesse

caso, pois o modelo falha nos testes de controlabilidade e observabilidade.

Uma forma de contornar este problema é inserindo uma pequenaperturbação dada por

uma matrizA = −εI, ondeI é a matriz identidade eε é uma constante positiva suficien-

temente pequena (ε ≈ 0), de modo a mover os pólos da origem para o semi-plano lateral

esquerdo do plano complexo.

Um sistema linear invariante no tempo será estável quando o teorema de Lyapunov, ci-

tado abaixo, for satisfeito:
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Teorema 4.1(Teorema de Lyapunov). [61]

Uma condição necessária e suficiente para um sistema linear invariante no tempȯx(t) =

Amfx(t) ser estritamente estável é que, para qualquer matriz definida positivaQ, a única

matrizP solução da equação de Lyapunov

AT
mfP + PAmf = −Q (4.5)

seja simétrica definida positiva.

Como exemplo, podemos verificar a estabilidade de (4.4) para os mesmos ganhos e pa-

râmetros dados em [33] -tp1
= tp2

= tp3
= 10µs, e matriz de ganhosK dada por:

K =








6667 0 0

0 4167 0

0 0 5000








(4.6)

Substituindo os valores das matrizesI,K, T eR em (4.4), teremos:

ẋ(t) =








−5972, 5 2778, 0 3194, 5

2778, 0 −4722, 5 1944, 5

3194, 5 1944, 5 −5139, 0








︸ ︷︷ ︸

Amf

x(t) + λ (4.7)

Os autovalores da matrizAmf são[−9, 01.103 − 6, 81.103 − 1, 12.10−12]T .

Utilizando o script Matlab1 hdstab.m[52] (chamado pelo script Lyapunov.m) para resol-

ver a equação (4.5), é possível verificar que o sistema é estável de acordo com o Teorema de

Lyapunov, conforme mostra a Figura 4.1, onde a matrizP encontrada é a própria identidade

para este exemplo.

4.1.1.2 Versão Linear sem Atraso Descrito na Variável y

Vamos retomar a equação do sistema linear invariante no tempo (3.20), reproduzida aqui

por conveniência:

ẏ(t) = R(−I + T )Ky(t) +Rλ (4.8)

1Software matemático da Mathworks Inc.
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ondeB = R(−I + T ).

Como a matrizR, que é estruturalmente singular, multiplica o termo(−I + T ), a matriz

B será singular [62].

Para analisarmos a estabilidade do modelo (4.8), vamos considerar o termoRλ sendo

nulo e concentrar-nos no restante da equação, que representa a troca de carga.

Para satisfazer a condição de equilíbrioẏ(t) = 0, temos então

BKy(t) = 0 (4.9)

No entanto, sey(t) estiver no espaço nulo da matrizBK, então a solução trivial de equi-

líbrio limt→∞ y(t) = 0 para o modelo (4.8) não será a única.

Unicidade do Ponto de Equilíbrio

Para provar a unicidade do ponto de equilíbrio do modelo (4.8), convém analisarmos a

equação (3.13), reproduzida aqui por conveniência:

y(t) = Rx(t) (4.10)

que nos fornece uma restrição sobre o modelo. As componentesdo vetory(t) não podem

assumir quaisquer valores.

Devido ao fato de uma das linhas da matrizR ser combinação linear das outras(n − 1)

linhas restantes, então uma das componentes do vetory(t) será a combinação linear das

(n− 1) componentes restantes, ou seja:

n∑

i=1

yi(t) = 0 (4.11)

ou, na forma compacta:

cTy(t) = 0 (4.12)

ondecT = [1 1 · · · 1].

Por exemplo, a equação (3.13) paran = 2:

53






y1(t)

y2(t)



 =
1

2




1 −1

−1 1








x1(t)

x2(t)



⇒ y1 + y2 = 0 (4.13)

e para o cason = 3:








y1(t)

y2(t)

y3(t)








=
1

3








2 −1 −1

−1 2 −1

−1 −1 2















x1(t)

x2(t)

x3(t)







⇒ y1 + y2 + y3 = 0 (4.14)

Seja o sistema de equações:




B

cT





(n+1)×n

y(t) = 0 (4.15)

Como a matrizB é singular, uma de suas linhas é linearmente dependente das outras

(n− 1) linhas restantes. Logo, podemos substituir a linha linearmente dependente da matriz

B pela linha dada pelo vetorcT , reduzindo a ordem do sistema de equações (4.15) e obtendo:

Z =








B∗

−−−−−−−−

1 1 · · · 1








n×n

(4.16)

ondeB∗ é a matrizB sem a sua linha linearmente dependente.

Utilizando o toolbox de matemática simbólicado Matlab, podemos chegar à seguinte

expressão geral para o determinante da matrizZ:

det(Z) = κ
(
∑n

i=1 tpi
)(
∑n

j=1

∏n−1
i=1 tpi

)
∏n

i=1 tpi

(4.17)

ondeκ > 0. Comotpi
> 0, i = 1, . . . , n, temos quedet(Z) > 0.

Logo,




B∗

cT



 y = 0, se, e somente se,y = 0 (4.18)

provando que o modelo (4.8) possui um único ponto de equilíbrio que localiza-se na origem.
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Prova de Estabilidade

Realizada a prova da unicidade do ponto de equilíbrio de (4.8), vamos provar que este

ponto de equilíbrio emy∗ = 0 é estável.

Seja a função de Lyapunov paran = 2:

V (y1, y2) = yT (t)Py(t) (4.19)

ondey(t) = [y1(t), y2(t)]
T . A sua derivada no tempo

V̇ (y1, y2) = yT (t)(ATP + PA)y(t) (4.20)

forma uma calha invertida no plano(y1, y2) - Figura 4.2. No entanto, o par(y1, y2) não pode

assumir quaisquer valores inR, pois a relação (3.13), quando aplicada neste caso:




y1(t)

y2(t)



 =
1

2




1 −1

−1 1








x1(t)

x2(t)



 (4.21)

implica emy1(t) + y2(t) = 0. A intersecção do plano vertical na Figura 4.2 com a calha

invertida, fornece a curva dėV (y1, y2), que só se anula na origem. Ou seja,V̇ (y1, y2) <

0,∀(y1, y2) 6= 0, y1 + y2 = 0.

Esta análise pode ser facilmente estendida paran qualquer.

4.1.2 Versão Não-Linear sem Atraso

Vamos rever agora os mesmos modelos anteriores, porém introduzindo a não-linearidade

φ(yi(t)) = uhsat(yi(t)) e checar as condições de estabilidade para estes casos.

4.1.2.1 Versão Não-Linear sem Atraso Descrito na Variável x

Retomando a equação (3.23), reproduzida aqui por conveniência:

ẋ(t) = (−I + T )Kφ(y(t)) + λ (4.22)

podemos notar que o mesmo assemelha-se a um sistema do tipo Persidskii, mas que ainda

não está na sua forma original. No entanto, se multiplicarmos a matrizR por ambos os lados
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da equação acima e pela esquerda, então poderemos colocar o sistema na forma Persidskii,

o qual possui condição de estabilidade conhecida [52]. A próxima subseção tratará deste

sistema no formato adequado para a classe de funções Persidskii.

4.1.2.2 Versão Não-Linear sem Atraso Descrito na Variável y

Retomando a equação (3.24), reproduzida aqui por conveniência:

ẏ(t) = R(−I + T )Kφ(y(t)) +Rλ (4.23)

temos que o sistema pertence à classe Persidskii com um entrada constanteRλ, pois além

da equação (4.23) estar na forma compacta de (3.25), o termo não-linearφ(y(t)) de (4.23)

satisfaz as condições necessárias previstas na definição daclasse - Ver definição 3.1.

Unicidade do Ponto de Equilíbrio

Deslocando o ponto de equilíbrioy∗ = [y∗1, . . . , y
∗

n]T de (4.23) para a origem e usando a

relaçãoz(·) = y(·) − y∗, a equação (4.23) é transformada em

ż(t) = R(−I + T )Kφ̃(z(t)) (4.24)

ondez(·) = [z1(·), . . . , zn(·)]T é o novo vetor de estados,φ̃(z(·)) = [φ̃1(z1(·)), . . . , φ̃n(zn(·))]T

representa o vetor de funções não-lineares do modelo transformado, ẽφi(zi(·)) = φi(zi(·) +

y∗i ) − φi(y
∗

i ), i = 1, 2, . . . , n.

As funçõesφ̃i(zi(·)) também satisfazem:

φ̃2
i (zi(·)) ≤ zi(·)φ̃i(zi(·)), φ̃i(0) = 0, i = 1, 2, . . . , n. (4.25)

Para provar a unicidade do ponto de equilíbrio do sistema (4.24), vamos lembrar que,

uma vez que ele esteja em equilíbrio, entãoż = 0, logo:

R(−I + T )Kφ̃(z(t)) = 0 (4.26)

Se o termo(−I +T )Kφ̃(z(t)) da equação acima estiver no espaço nuloN (R) da matriz

R, então a solução trivialz = 0 não será o único ponto de equilíbrio do sistema.
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Vamos analisar o termo(−I + T )Kφ̃(z(t)) paran = 2, já considerando uma matrizK

não-diagonal:




−1

tp1

tp2

tp2

tp1

−1








k11 k12

k21 k22








φ̃1(z(t))

φ̃2(z(t))



 = α




1

1



 (4.27)

Multiplicando as matrizes acima e, representandoφ̃j(z(t)) comoφ̃j apenas para facilitar

a notação, temos:




−
∑2

j=1 k1jφ̃j +
tp1

tp2

∑2
j=1 k2jφ̃j

tp2

tp1

∑2
j=1 k1jφ̃j −

∑2
j=1 k2jφ̃j



 = α




1

1



 (4.28)

A equação matricial acima nos mostra que a primeira linha da matriz à esquerda deve ser

igual a sua segunda linha. No entanto, para que isto seja verdadeiro, e parãφj 6= 0 (solução

não-trivial), é necessário que:

tp1

tp2

= −1 e
tp2

tp1

= −1 (4.29)

o que viola a condição do modelo (2.1), que diz quetpi
> 0. Logo, por contradição, prova-se

que o ponto de equilíbrio é único. O mesmo raciocínio pode seraplicado paran qaulquer,

obtendo-se invariavelmente a mesma conclusão.

Estabilidade do Ponto de Equilíbrio

Sendo assim, poderemos aplicar o Teorema de Persidskii a fim de assegurar a estabilidade

de uma solução para este modelo. Mas antes, vamos a algumas definições importantes:

Definição 4.1.A classe de funçõesSc é definida como

Sc = {φ(·)|φ : R 7→ R; ξφ(ξ) > 0;φ(0) = 0 (4.30)

e
∫ y

0

φ(τ)dτ → ∞ quando|y| → ∞} (4.31)

Esta classe também é conhecida como a classe de funções de não-linearidades positivas

de setor infinito.
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Definição 4.2.A classe de funçõesS l
c é a classe formada pelo produto Cartesiano dos fatores

idênticosSc.

Definição 4.3(Matriz Hurwitz Diagonalmente Estável). Uma matrizA é dita Hurwitz Di-

agonalmente Estável se existir uma matriz diagonalP positiva definida cuja solução da

equação:

ATP + PA (4.32)

seja negativa definida.

A classe de matrizes Hurwitz Diagonalmente Estáveis é representada porDc.

Agora é possível enunciar o Teorema de Estabilidade de Persidskii [52]:

Teorema 4.2(Teorema de Estabilidade de Persidskii). A soluçãoy∗ = 0 do sistema não-

linear (3.25) é globalmente assintoticamente estável paratodoφ(·) ∈ S l
c seA ∈ Dc(P ). De

forma equivalente, para cada membro da classe de sistemas não-lineares{ẏ = Aφ(y), y(0) =

y0 : φ ∈ Sn
c }, a função definida positiva

V (y) = 1/2
n∑

i=1

pi

∫ yi

0

φi(τ)dτ (4.33)

é uma função de Lyapunov diagonal, estabelecendo estabilidade assintótica global da solu-

çãoy∗ = 0 do sistema correspondente.

O uso da formulação de Persidskii é justificado pelo fato de asfunções de Lyapunov

associadas aos sistemas Persidskii serem bastante conhecidas.

Resultados para a estabilidade de sistemas Persidiskii com funções não-lineares descon-

tínuas podem ser encontradas em [53, 63, 64].

4.2 Versões do Modelo com Atraso (Linear e Não-Linear)

Iniciaremos com o estudo de algumas versões lineares do Modelo Base com atraso e

depois estenderemos este assunto aos casos não-lineares. Aúltima versão a ser estudada

neste capítulo será justamente a versão do Modelo de Rede Neural com atraso, que é o caso

de referência que nos interessa para o problema de balanceamento de carga (Modelo Base).
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4.2.1 Versão Linear com Atrasos

A classe de sistemas lineares com atraso vêm sendo estudada há algum tempo, como por

exemplo em [60, 65–67], dentre vários outros. Alguns trabalhos mais recentes para sistemas

lineares com atrasos múltiplos podem ser encontrados em [58, 59, 68, 69]. Estes dois últimos

já abordando LMI e o conceito de equações de Riccati.

O estudo de estabilidade da versão linear com atraso é importante pois ele se aproxima

do modelo final de interesse, que é o Modelo de Rede Neural (3.30), uma vez que oMRN

por vezes, opera na região linear da funçãoφi(yi(t)) = uhsat(yi(t)) - Ver Figura 2.2.

4.2.1.1 Versão Linear com Atraso Descrito na Variável x

Seja o modelo dado pela equação diferencial (3.27), reproduzida aqui por conveniência:

ẋ(t) = −KRx(t) + TKRx(t− h) + λ (4.34)

Realizando a seguinte substituição de variáveis:W = −KR eWh = TKR, temos o

seguinte sistema linear com atraso descrito na variável x:

ẋ(t) = Wx(t) +Whx(t− h(t)) (4.35)

De acordo com KOKAME e MORI [59], a função de Lyapunov candidata

V (t, xt) = xT (t)Px(t) +

∫ t

t−h(t)

xT (τ)Qx(τ)dτ (4.36)

ondeP ≻ 0 e Q ≻ 0, e a taxa de mudança no atrasoḣ limitada pela seguinte relação:

ḣ(t) < α, 0 < α < 1, a estabilidade assintótica do modelo (4.35) é assegurada se existirem

matrizes definidas positivaP eQ que satisfaçam a seguinte LMI:




PW +W TP +Q PWh

W T
h P −(1 − α)Q



 < 0 (4.37)

Vamos apresentar o seguinte exemplo:

Exemplo 4.2.1.Seja o modelo (4.35) com uma taxa de variação no atraso deḣ = 0, 4,

α = 0, 7 e matrizes
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W =




−3 2

2 −6



 , e Wh =




−0, 3 0, 3

0, 3 −0, 8



 (4.38)

ondeλ(W ) = [−7 −2] eλ(Wh) = [−0, 9405 −0, 1595] são os autovalores das matrizes

W eWh, respectivamente.

Utilizando a funçãofeasp da toolbox de controle robusto do Matlab para resolver a LMI

(4.37), temos que a LMI é factível para as matrizesW eWh (script Kokame_Mori_Exemplo.m):

P =




0, 8561 0, 2907

0, 2907 0, 4184



 , e Q =




2, 1435 0, 0322

0, 0322 2, 0884



 (4.39)

resultando em um sistema assintoticamente estável.

Os autovalores da matrizP são dados porλ(P ) = [0, 2734 1, 0011], e os autovalores

da matrizQ são dados porλ(Q) = [2, 0736 2, 1583].

Na solução numérica através da toolbox, as matrizesP eQ foram estruturalmente defi-

nidas como sendo do tipofull-symmetric. No entanto, outras soluções para as matrizesP e

Q também são possíveis definindo a estrutura destas como sendodiagonal.

Exemplo 4.2.2.Definindo estruturalmente as matrizesP eQ como sendo matrizes diago-

nais, e utilizando o mesmo exemplo anterior (4.2.1), temos aseguinte solução para (4.2.1):

P =




23, 8510 0

0 14, 9900



 , e Q =




53, 3989 0

0 67, 1790



 (4.40)

Nos exemplos (4.2.1) e (4.2.2) acima, as matrizesW eWh eram matrizes de posto com-

pleto.

Vamos verificar o que acontece se introduzirmos uma alteração significativa no exemplo

(4.2.1).

Exemplo 4.2.3.Vamos definir a matrizW como sendo:

W =




−3 2

6 −4



 , e Wh =




−0, 3 0, 3

0, 3 −0, 8



 (4.41)

ondeλ(W ) = [0 − 7] eλ(Wh) = [−0, 9405 − 0, 1595] são os autovalores das matrizes

W eWh, respectivamente.
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Neste caso, não houve solução para as matrizesP eQ que satisfizessem (4.37).

No entanto, para as seguintes matrizes:

Exemplo 4.2.4.

W =




−3 2

2 −6



 , e Wh =




−0, 3 0, 3

0, 6 −0, 6



 (4.42)

ondeλ(W ) = [−7 − 2] eλ(Wh) = [0 − 0, 9] são os autovalores das matrizesW eWh,

respectivamente.

A solução encontrada para (4.37), neste exemplo, foi:

P =




0, 8655 0, 2952

0, 2952 0, 4227



 , e Q =




2, 1635 0, 0385

0, 0385 2, 1057



 (4.43)

e, outra solução:

P =




24, 7209 0

0 15, 4576



 , e Q =




55, 4728 0

0 69, 1429



 (4.44)

para matrizesP eQ diagonais.

Podemos verificar que, para alguns casos onde uma das matrizes é singular, é possível

encontrar soluções para a LMI (4.37). O script foi utilizadopara diversos outros exemplos

onde ambas as matrizesW eWh eram singulares. Em nenhum exemplo as matrizes solução

P eQ foram encontradas, dando indícios de que somente quando a matriz Wh é singular, é

que é possível haver uma solução.

Foi possível notar também, através do script Matlab, indícios de que a solução para a

LMI (4.37) somente é possível quando os elementos da matrizWh forem, de maneira geral e

aproximada, ao menos uma ordem de grandeza menores que os elementos da matrizW . Nos

exemplos utilizados ondeW eWh possuíam elementos com a mesma ordem de grandeza, a

solução não foi encontrada pois a LMI (4.37) não era factível.

Os exemplos dados anteriormente envolviam matrizes quaisquer. Para o próximo exem-

plo vamos buscar solução para a LMI (4.37) baseado nos parâmetros do modelo (4.34).
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Exemplo 4.2.5.Seja um cluster heterogêneo, formado por dois nós, com os seguinte parâ-

metros: tp1
= 30µs, tp2

= 90µs e matriz de ganhos dada porK = diag(4530, 3670).

Desta forma, temos:

W =




−2265 2265

1835 −1835



 , e Wh =




−611, 7 611, 7

6795, 0 −6795, 0



 (4.45)

Para o exemplo (4.2.5) também não foi possível encontrar as matrizes solução para a

LMI (4.37). Esta fato já era de certa forma esperado, pois as matrizesW eWh no modelo

(4.34) são estruturalmente singulares devido à matrizR.

Apesar do problema de viabilidade da solução de (4.37) quando aplicada ao modelo

(4.34), a estrutura da LMI (4.37) torna-se interessante para o problema de síntese de contro-

ladores utilizando a teoria de redes neurais e LMI, pois veremos que é possível descrever o

problema de síntese em uma LMI com uma estrutura semelhante a(4.37).

Uma outra observação merece ser destacada ainda. Se a matriz(4.37) é factível, então a

estabilidade é garantida para todoh > 0. Neste caso, a estabilidade é ditadelay-independent.

4.2.1.2 Versão Linear com Atraso Descrito na Variável y

Retomando o modelo dado pela equação diferencial (3.28), descrita aqui por conveniên-

cia:

ẏ(t) = −RKy(t) +RTKy(t− h) +Rλ (4.46)

ondeW = −RK e Wh = RTK. Temos que, em termos de formato, ela não mudará

em relação à equação (4.35). Logo, os resultados alcançadosna subseção anterior são os

mesmos para o modelo (4.46).

Um procedimento para evitarmos o problema de viabilidade de(4.37) quando aplicado

ao problema de estabilidade do modelo (4.46) é fazermos um pequeno deslocamento na dia-

gonal principal do elemento(1, 1) da LMI (4.37) na direção do semi-plano lateral esquerdo

do plano complexo, da seguinte forma:




(−εI + PW +W TP +Q) PWh

W T
h P −(1 − α)Q



 < 0 (4.47)
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ondeε é uma constante positiva e próxima do valor nulo (ε ≈ 0), eI é a matriz identidade.

Exemplo 4.2.6.Seja um cluster heterogêneo, formado por dois nós, com os seguinte parâ-

metros:tp1
= 30µs, tp2

= 90µs, ε = 10−7 e matriz de ganhos dada porK = diag(4530, 3670).

Desta forma, temos:

W =




−2265 1835

2265 −1835



 , e Wh =




−6795, 0 611, 7

6795, 0 −611, 7



 (4.48)

Substituindo as matrizesW eWh acima na LMI modificada (4.47), temos como solução

(script Kokame_Mori_Exemplo2.m):

P = 10−11




0, 1112 0

0 0, 0907



 , e Q = 10−7




0, 7095 0

0 0, 6935



 (4.49)

4.2.2 Versão Não-Linear com Atraso

Vamos iniciar o estudo da estabilidade das versões não-lineares e com atraso. Como tem

sido feito até aqui, primeiro iremos analisar o modelo expresso na variável x, e depois na

variável y. Como poderemos constatar, o modelo não-linear navariável x não é adequado

para ser tratado como uma particularidade do modelo de rede neural de Hopfield-Tank com

atraso, necessitando assim de uma transformação de variáveis.

Baseado no trabalho de SINGH [70] sobre convergência de rede neurais com atraso via

LMI, será proposta uma nova função de Lyapunov adequada parao Modelo de Rede Neural

(3.30). Em seguida, a função será expressa na forma de uma LMI, a qual será utilizada no

capítulo (5) para a síntese de controladores para oMRN .

4.2.2.1 Versão Não-Linear com Atraso Descrito na Variável x

O modelo não-linear com atraso descrito na variável x (3.29), reproduzido aqui por con-

veniência

ẋ(t) = −Kφ(y(t)) + TKφ(y(t− h)) + λ (4.50)
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forma uma classe de sistema não-linear com atraso para a qualnão foram, a priori, encontra-

dos resultados de estabilidade publicados. O próprio modelo (2.1) é o que mais se aproxima

deste, servindo então de base para a prova de convergência - seção (2.2.2).

4.2.2.2 Versão Não-Linear com Atraso Descrito na Variável y

Diversos trabalhos têm sido publicados sobre convergênciade redes neurais com atraso

devido ao grande interesse no conhecimento dos efeitos deste sobre o comportamento global

da rede. Dentre eles podemos destacar [54, 71–73], entre outros.

Vários destes trabalhos foram analisados e não se adequarampara oMRN por depende-

rem fortemente da realimentação linear negativa do modelo (2.30).

Por outro lado, como será visto no capítulo 5, quando utilizamos uma LMI para síntese

de controladores [74, 75], ela normalmente torna-se umaInequação Matricial Bilinear ou

BMI , a qual envolve multiplicações de variáveis e, conseqüentemente, tornando-se de difícil

solução. Para contornar este problema, é usual empregar transformações de congruência

e substituição de variáveis e, para que o processo seja viável, é desejável obter uma LMI

com poucos elementos matriciais e poucas variáveis, permitindo um tratamento algébrico

adequado de modo a transformá-la em uma LMI novamente.

Desta forma, para o problema de síntese de controladores utilizando oMRN (3.30), é

necessário encontrar uma LMI que possua poucas variáveis e com poucos elementos matri-

ciais.

Em SINGH [54], o autor realiza uma transformação de variáveis na equação (2.30) para

promover um deslocamento do ponto de equilíbrioy∗(t) = [y∗1(t), . . . , y
∗

n(t)]T para a origem,

usando a relaçãoz(·) = y(·) − y∗. Seu modelo utiliza a função não-linear dada por (2.31) e

mostrada na Figura 2.8, resultando em:

ż(t) = −z(t) +Wφ̃(z(t)) +Whφ̃(z(t− h)) (4.51)

ondez(·) = [z1(·), . . . , zn(·)]T é o novo vetor de estados,φ̃(z(·)) = [φ̃1(z1(·), . . . , φ̃n(z(·))]T

representa o vetor de saída do modelo transformado, eφ̃i(zi(·)) = yi(zi(·) + x∗i ) − yi(x
∗

i ),

i = 1, . . . , n. As funções̃φi(zi(·)) satisfazem:

φ̃2(zi(·)) ≤ zi(·)φ̃(yi(zi(·)), φ̃i(0) = 0, i = 1, . . . , n. (4.52)
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Vimal Singh propõe a seguinte função de Lyapunov:

V (z(t)) = zT (t)Pz(t) + 2
n∑

i=1

di

∫ zi(t)

0

φ̃i(s)ds+

∫ t

t−τ

φ̃T (z(ς))Qφ̃(z(ς))dς (4.53)

e apresenta o seguinte teorema, o qual fornece condições suficientes para garantir a origem

de (4.51) como único ponto de equilíbrio e sua estabilidade global assintótica:

Teorema 4.3.[54] Suponha que existam matrizes definidas positivas simétricasP = (pij) ∈

R
n×n eQ = (qij) ∈ R

n×n, e uma matriz definida positiva diagonalD = (di) ∈ R
n×n tal

que

N =








2P −PW −PWh

−W TP 2D −Q−DW −W TD −DWh

−W T
h P −W T

h D Q







≻ 0 (4.54)

Então a origem de (4.51) é o único ponto de equilíbrio e ele é globalmente assintoticamente

estável.

Baseado nos trabalhos de SINGH [54, 70], propomos uma função de Lyapunov que seja

adequada ao modeloMRN :

ż(t) = Wφ̃(z(t)) +Whφ̃(z(t− h)) (4.55)

ondeW = −RK, Wh = RTK, z(·) = [z1(·), · · · , zn(·)]T é o novo vetor de estados, e

φ̃(z(·)) = [φ̃1(z1(·)), · · · , φ̃n(zn(·))]T representa o novo vetor de funções de ativação do

sistema transformado, ẽφi(zi) = φi(zi(·) + y∗i ) − φi(y
∗

i ), i = 1, · · · , n. Como a função

φ(yi(t)) (2.3) satisfaz a condição (4.52), podemos propor a seguintefunção de Lyapunov:

V (z(t)) = 2
n∑

i=1

di

∫ zi(t)

0

φ̃i(s)ds+

∫ t

t−h

φ̃T (z(ς))Qφ̃(z(ς))dς (4.56)

A derivada no tempo deV (z) ao longo das trajetórias de (4.55) é dada por:

V̇ (z(t)) = ∇T z(t) (4.57)

Aplicando a equação acima em (4.56), temos:
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V̇ (z(t)) =[2D(φ̃(z(t)) − φ̃(0))]T ż(t)+

+ φ̃T (z(t))Qφ̃(z(t)) − φ̃T (z(t− h))Qφ̃(z(t− h)) (4.58)

Comoφ̃(0) = 0, temos

V̇ (z(t)) = 2φ̃T (z(t))Dż(t) + φ̃T (z(t))Qφ̃(z(t)) − φ̃T (z(t− h))Qφ̃(z(t− h)) (4.59)

Substituindo (4.55) na equação acima, temos

V̇ (z(t)) =2φ̃T (z(t))D[Wφ̃(z(t)) +Whφ̃(z(t− h))]+

+ φ̃T (z(t))Qφ̃(z(t)) − φ̃T (z(t− h))Qφ̃(z(t− h)) (4.60)

Realizando as multiplicações necessárias, teremos

V̇ (z(t)) =2φ̃T (z(t))DWφ̃(z(t)) + 2φ̃T (z(t))DWhφ̃(z(t− h))+

+ φ̃T (z(t))Qφ̃(z(t)) − φ̃T (z(t− h))Qφ̃(z(t− h)) (4.61)

Fazendo um re-arranjo nos termos multiplicados por 2

V̇ (z(t)) =φ̃T (z(t))(DW −W TD)φ̃(z(t))

+ φ̃T (z(t))(DW T
h +W T

h D)φ̃(z(t− h))+

+ φ̃T (z(t))Qφ̃(z(t)) − φ̃T (z(t− h))Qφ̃(z(t− h)) (4.62)

e colocando na forma matricial:

V̇ (z(t)) =
[

φ̃T (z(t)) φ̃T (z(t− h))
]

M




φ̃(z(t))

φ̃(z(t− h))



 (4.63)
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onde

M =




DW +W TD +Q DWh

W T
h D −Q



 (4.64)

Bastará então que a matrizM seja definida negativa para que o sistema possua um único

ponto de equilíbrio globalmente estável. Desta forma, poderemos enunciar um teorema de

estabilidade global assintótica para o modelo de rede neural em questão.

Teorema 4.4.Dado o sistema (3.30), suponha que existam uma matriz simétricaQ ∈ R
n×n

definida positiva e uma matriz diagonalD ∈ R
n×n definida positiva tal que

M =




DW +W TD +Q DWh

W T
h D −Q



 ≺ 0 (4.65)

Então, o modelo (3.30) é globalmente assintoticamente estável.

No entanto, as matrizesW eWh são singulares, fazendo com que a LMI (4.65) não seja

factível.

É possível notar uma certa semelhança com a LMI de Kokame e Mori (4.37). O esca-

lonamento promovido no elemento(2, 2) da LMI (4.37) se mostrará útil, de alguma forma,

para a síntese de controladores para a rede neural proposta no capítulo 5.

4.3 Resumo do Capítulo

Neste capítulo, verificamos as condições de estabilidade para algumas das versões de

modelos apresentados no capítulo 3, dando ênfase naquelas versões de maior interesse em

relação ao modeloMRN (3.30).

O fato das matrizesW = −RK eW = RTK serem estruturalmente singulares apre-

sentou uma dificuldade numérica na determinação da estabilidade. Isto é importante pois a

determinação numérica da estabilidade global será um item fundamental no capítulo 5, de

forma a buscarmos controladores que possuam convergência global garantida.

A introdução de um escalarε, positivo e suficientemente pequeno, possibilitou a viabili-

dade dos testes de estabilidade das LMIs (4.37) e (4.65).

O aproveitamento da LMI (4.65) diretamente na síntese de controladores no capítulo 5

67



introduz uma nova dificuldade, pois a LMI torna-se uma BMI (Bilinear Matrix Inequality)

nas variáveis matriciaisD eK. Transformações de congruência e novas mudanças de variá-

veis permitirão transformar esta BMI em uma LMI novamente que, junto com uma Equação

Algébrica de Riccati, auxiliará na definição do problema de síntese de controladores.

Podemos observar também que existe uma certa similaridade entre a LMI de Kokame e

Mori, que assegura convergência para sistemas lineares comatraso, e a LMI proposta neste

trabalho, que assegura convergência global para uma versãonão-linear do modelo descrito

em [59]. Na verdade, podemos concluir que este trabalho estende um pouco mais o trabalho

publicado em [59].
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Figura 4.1: Determinação da matrizP para demonstrar a estabilidade segundo Lyapunov
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Figura 4.2:V̇ (y1, y2) sujeita ày1 = −y2 é a parabola formada pela intersecção do plano com
a calha
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Capítulo 5

O Problema de Controle Objetivando

Desempenho

O objetivo principal deste capítulo é: Uma vez que oMB tenha sido transformado em

uma forma particular de rede neural de Hopfield com atraso - ModeloMRN (3.30), buscar

um método para obter os ganhos da malha de controle que assegurem a estabilidade do

sistema (não-linear) e assegure um critério de otimalidade(localmente).

A proposta é a de estabelecer uma função custo quadrático para o modelo versão linear na

variável y (3.5), expressa na forma de uma LMI, a fim de assegurar um critério de otimalidade

local e, simultaneamente, aplicar um critério de estabilidade para oMRN (não-linear) para

assegurar a estabilidade. Expressando este critério de estabilidade também na forma de uma

LMI, pode-se obter vantagem ao tratarmos desempenho local eestabilidade global utilizando

o Método dos Pontos Interiores [76] simultaneamente.

A região hachurada da Figura 5.1 representa a região onde o sistema é linear e onde há

uma imposição de desempenho. Fora desta região, não há como garantir o desempenho, mas

é possível garantir a convergência global.

Como o modelo versão linear na variável y utiliza em sua malha de controle uma reali-

mentação de saída - Figura 5.5, os métodos de alocação de pólos - Pole Placement Design-

não se aplicam ao problema neste caso, pois o sistema não é observável. Faz-se necessário

então uma abordagem pela chamadaLyapunov Control Function.

Diferentes técnicas de solução do problema de controle serão examinadas, de forma a

verificarmos o custo e a eficácia de cada uma delas.
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Para efeito de referência em um problema de pequenas dimensões, uilizamos uma função

custo que é dada pelo índice de desempenho ITAE (Integral of Time Multiplied by Absolute

Error) sujeita à condição de convergência dada pelo Teorema4.4 para o modeloMRN (3.30).

Para minimizar este índice de desempenho, utilizaremos algoritmos genéticos.

A vantagem do uso deste índice é que ele reduz grandes erros iniciais e enfatiza erros

que acontecem mais tarde na resposta temporal do sistema [77]. Sua desvantagem é o alto

custo computacional necessário para avaliar cada indivíduo da população de cromossomas,

tornando-o inviável para grandes dimensões do problema. Ese índice servirá debenchmark

para efeito de comparação com as outras propostas.

Uma outra proposta consiste em minimizar uma função custo quadrático para a versão li-

near na variável y dada pela norma da variávelZ1 da LMI (5.21). A vantagem desta proposta

reside no custo computacional menor, porém, espera-se que os ganhos obtidos resultem em

um desempenho menor do sistema, quando comparada com o índice ITAE, por esta não atuar

diretamente sobre a saíday(t) do modeloMRN .

O método proposto nesta tese consiste em minimizar uma função custo quadrático para a

versão linear na variável y (3.5) sujeita à condição de convergência do Teorema (4.4) para o

modeloMRN (3.30). Reescrevendo-se a função custo na forma de uma Equação Algébrica

de Riccati (ARE) e colocando-a na forma de uma LMI, é possível fazer com que ela seja so-

lucionada simultaneamente à LMI (4.65), que assegura a estabilidade do modelo não-linear.

Tais LMIs deverão ser readequadas para que elas possuam variáveis em comum, possibili-

tando assim esta solução simultânea. Desta forma, os ganhosobtidos deverão proporcionar

um bom desempenho para o sistema (garantido pela função custo quadrático reescrita na

forma de uma LMI ARE) e simultaneamente satisfazer as condições de convergência do

modelo não-liner (garantida pela LMI (4.65)).

O que justifica esta abordagem é que, devido à função não-linear - Figura 2.2, para peque-

nas amplitudes positivas da variávely(t) (região I da figura), o sistema comporta-se como um

sistema linear e, como tal, podemos impor o comportamento deum controlador quadrático.

Fora desta região (regiões II e III), a convergência será assegurada pelo Teorema 4.4.

As simulações e os experimentos mostram melhora no desempenho utilizando essa abor-

dagem e a Figura 5.1 ilustra a idéia da proposta.
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5.1 Leis de Controle

Nesta seção, faremos uma análise da lei de controle (2.2) proposta no modelo (2.1) e de

outras leis de controle estudadas durante o desenvolvimento deste trabalho.

Primeiramente analisaremos o significado da função não-linearuhsat(y(t)) utilizada no

modelo (2.1) e a possibilidade de utilização de outras funções - Figura 5.3. Em seguida,

analisaremos o resultado de uma matriz de ganhosK não diagonal, como citado na subseção

3.1.1, sobre o modelo (2.1).

5.1.1 Lei de controle do Modelo (2.1)

A lei de controlevi(t) (2.2) dada no modelo (2.1) atua de forma contínua e linear entre

os seus estados liga e desliga (região I da Figura 2.2). Esta ação de “liga-desliga” indica se

um determinado nó irá receber ou transferir tarefas no modelo (2.1).

Reproduzindo a equação (2.2) aqui por conveniência:

vi(yi(t)) = −Kiuhsat(yi(t)) (5.1)

temos que a variável de decisãoyi(t) é o argumento da função não-linearuhsat. Isto significa

que, se o tamanho da i-ésima fila estiver acima da média local,então a variávelyi(t) é positiva

e a funçãouhsat terá valores positivos.

Em seguida, a funçãouhsat é multiplicada pelo ganhoKi. A Figura 5.2 mostra a função

vi(yi(t)) para diferentes valores de ganhos.

As curvas na Figura 5.2 traduzem-se em uma maior ou menor quantidade de tarefas

retiradas da i-ésima fila, conforme o ganho maior ou menor, respectivamente. A saturação

ymaxi
da funçãouhsat(yi(t)) (2.6) é basicamente uma restrição dada pela largura de banda

da rede, e pode ser determinada através da seguinte equação [46]:

ymaxi
=

Largura de Banda da Rede (bps)
Tamanho Médio da Tarefa (bits)

× tpi
(5.2)

que por sua vez, é adimensional.
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5.1.2 Lei de controle proposta

Como foi assumido na seção (3.1.1) que a matriz de ganhosK não será diagonal, a lei

de controle passa a ser dada por:

vi(y(t)) =
n∑

j=1

Kijφ(yj(t)) (5.3)

A idéia desta lei de controle a partir de uma matriz não diagonal é flexibilizar o esforço de

controle, aumentando o grau de liberdade do modelo (2.1). Comuma matriz geral, espera-se

obter um desempenho melhor dos controladores e utilizando ganhos menores.

Adotando esta nova lei de controle, o modelo (2.1) pode ser reescrito na seguinte forma:

ẋi(t) =
n∑

j=1

Kijφ(yj(t)) +
n∑

l=1

n∑

m=1

n∑

j=1

Kijpil

tpi

tpj

Kmjφ(yj(t− h)) (5.4)

Qualquer proposição de um controlador para o modelo (2.1) deverá manter uma de suas

principais características que é a conservação do número detarefas quando o termoλ for

nulo. No apêndice (A) encontra-se a prova de que a conservação do número total de tarefas

para uma matriz não-diagonal se mantém.

5.1.3 Outras Leis de Controle

Outra possibilidade que é investigada é do uso de outras funções não-lineares, tanto de

primeiro quadrante como de primeiro-terceiro quadrante, tais como:

sat(y(t)) Esta função corresponde à uma função não-linear de primeiroe terceiro quadrante,

ou seja, é a função uhsat(y(t)) incluindo a parte inferior;

sign(y(t)) Corresponde à uma função não-linear do tipoon-off introduzindo uma desconti-

nuidade no sistema;

tanh(y(t)) Esta função é uma função contínua, suave e derivável.

A Figura 5.3 mostra graficamente as funções não-lineares investigadas na simulação [09].
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5.2 Sistemática para Análise dos Resultados das Simula-

ções

Para facilitar as comparações nas simulações, será estabelecido nesta seção um conjunto

de parâmetros que irão auxiliar a mensurar os resultados, tornando-os menos subjetivos.

Uma das técnicas de comparação de desempenho na teoria de controle linear é a resposta

ao degrau unitário, onde uma entrada de valor unitário é aplicada a um sistema linear com

condições iniciais nulas.

Em seguida, é feita uma análise do regime transitório do sistema em malha fechada e em

relação à vários parâmetros, dentre eles:Maximum Overshoot(Mp), Maximum Overshoot

Instant(Mt) eSettling Time(ts).

O maximum overshooté definido como o desvio máximo da saída sobre a amplitude do

sinal de entrada durante o estado de transição. O valor máximo de overshoot é normalmente

dado em forma percentual, ou seja:

Mp (%) =
overshoot máximo

valor de regime
(5.5)

No âmbito desta tese, a variável que nos interessa em maior grau é o sinaly(t) que

corresponde à variável erro do processo de balanceamento decarga.

Como o valor de regime desejado é nulo, a definição deovershootnão é aplicável. Para

contornar este problema, vamos definir o overshoot como o valor absoluto do desvio má-

ximo em relação à ordenada do gráfico do sinal vetorial de erroy(t), quando o gráfico a ser

analisado for o do erro, e como o valor absoluto do desvio máximo em relação ao valor de

equilíbrio, quando o gráfico a ser analisado for o do tempo de espera estimado.

O instante em que ocorre o maximum overshoot é definido comomaximum overshoot

instant.

O settling timeé definido como o tempo necessário para que a resposta ao degrau diminua

e permaneça dentro de um determinado percentual do seu valorfinal. Um valor normalmente

utilizado é de5%, o que corresponde ao valor0, 05 do degrau unitário.

No contexto desta tese, o settling time será definido como sendo o tempo necessário para

que a resposta transitória entre e permaneça dentro de uma região em torno da ordenaday(t).

Esta região será definida como:
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tsi
= t|yi(t) ≤ 5tpi

(5.6)

Como entrada, valores constantes serão atribuídos ao vetorλ = [λ1, . . . , λn] com con-

dições iniciais nulas durante um intervalo de tempotλ, o que significa inserir tarefas à uma

taxa constante em um cluster inicialmente sem tarefas em suas filas.

Estas entradas serão como pulsosλp de amplitude e larguratλ convenientes para excitar

as funções não-lineares do modeloMB (3.1), levando-as a excursionar nas regiões lineares

e não-lineares.

A Figura 5.4 nos mostra a entrada (λp) que será utilizada para excitar o sistema no caso

de um cluster com três processadores (n = 3). O uso destes pulsos se justificam porque

eles reproduzirão a situação em que as filas do sistema estarão vazias inicialmente e, em

seguida, receberão tarefas em uma determinada taxa constante (amplitude dos pulsos) e por

um período de tempo predeterminado (largura dos pulsos).

As amplitudes dos pulsos devem ser escolhidas de forma que ocorram erros iniciais

y(0) 6= 0 - ver equação (2.4) - a ponto das funções não-linearesφ(y(t)) serem levadas à

saturação superior (região II). Com isto, poderemos colher informações do comportamento

do sistema quando atuando nas regiões não-lineares.

Ao término do pulso (tλ), deveremos observar uma situação semelhante ao início de uma

outra simulação, onde a entrada passa a ser nula e as condições iniciais passam a ser aqueles

valores do vetory(t) quando do término do pulso, ou seja,y(0) = [y1(tpulso) y2(tpulso)

y3(tpulso)]
T , ondetpulso é o instante exato do término do pulso. Após a aplicação desta

entrada, os parâmetrosMp e ts serão analisados e tabelados de acordo com a origem da

matriz de ganhos: exemplos publicados ou propostos pela síntese de controladores.

Esta metodologia de simulação nos permitirá obter informações de uma forma mais sis-

temática.

A fim de monitorarmos a atividade da lei de controle durante assimulações, os sinais

oriundos da saída das funções não-linearesφ(y(t)) foram armazenados, e serão mostrados

conforme o estabelecido a seguir - Ver Figura 2.2.

77



−5 0 5

−1

0

1

uhsat(y(t))

y(t)
−5 0 5

−1

0

1

sat(y(t))

y(t)

−5 0 5

−1

0

1

uhsign(y(t))

y(t)
−5 0 5

−1

0

1

sign(y(t))

y(t)

−5 0 5

−1

0

1

uhtanh(y(t))

y(t)
−5 0 5

−1

0

1

tanh(y(t))

y(t)

Figura 5.3: Funções não-lineares analisadas na simulação [09].
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φ(yi(t)) =







1, se yi(t) estiver na região não-linear II

0, 5, se yi(t) estiver na região linear I

0, se yi(t) estiver na região não-linear III

(5.7)

Como exemplo, a Figuras 5.9, entre outras, apresenta os sinais dos controladores - gráfico

5.9a - junto ao sinal de erroy(t) - gráfico 5.9b.

5.3 Síntese de Controladores

Como foi visto no capítulo (3), passamos de um modelo com realimentação de saída

(3.16):







ẋ(t) = (A+BKR)x(t) + λ, A = 0, B = (−I + T )

y(t) = Rx(t)
(5.8)

com lei de controleu(t) = KRx(t), para um modelo de realimentação de estados (3.20):







ẏ(t) = (A+BK)y(t) +Rλ, A = 0, B = R(−I + T )

z(t) = Cy(t), C = I
(5.9)

com lei de controleu(t) = Ky(t), dada pela mudança de variáveisy(t) = Rx(t) (3.13).
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6

z(t)
+

+

+
+

Figura 5.5: Diagrama em blocos do modelo versão linear na variável y sem atraso

Do ponto de vista da teoria de controle, a matriz de ganhosK regula o tamanho do erro

que deve ser realimentado para o sistema, de forma a reduzí-lo até o valor nulo.
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A busca pela minimização de um índice de desempenho a fim de atingirmos um controle

ótimo significa escolher, dentre as trajetórias possíveis,aquela que forneça o menor tempo

de convergência ou de menor energia.

No âmbito dos trabalhos publicados sobre redes neurais com atraso, os autores normal-

mente abordam apenas a convergência global, seja assintótica ou exponencial, dependente

do atraso ou não. Porém, em princípio, não foi encontrado nenhum trabalho sobre controle

de custo garantido aplicado à redes neurais.

Neste capítulo, a proposta da síntese de controladores serábaseada em trabalhos publi-

cados sobre controladores de custo garantido (Guaranteed Cost Control) via LMI [78–81],

dentre outros.

O problema da síntese de controladores para a rede neural proposta pode ser enunciado

da seguinte forma:

min
K

J = f(y(t), K) (5.10)

sujeito às condições de estabilidade do teorema (4.4)

M =




DW +W TD +Q DWh

W T
h D −Q



 ≺ 0 (5.11)

onde,Q ≻ 0 eD ≻ 0 é uma matriz diagonal.

Adequando o problema de síntese para o enunciado acima, temos que:

1. Aplicar as condições de estabilidade ao problema de síntese de controladores preten-

dido e,

2. Definir uma função custoJ baseada em um índice de desempenhof(y(t), K).

Os autores mencionados acima [78–81] propõem uma síntese decontroladores baseada

em uma função custo do tipo

min
K

J =

∫

[yT (t)Ωy(t) + uT (t)Ψu(t)]dt (5.12)
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5.3.1 Condições de Estabilidade ao Problema de Síntese do Sistema

Não-Linear

Para aplicar as condições de estabilidade no problema de síntese de controladores para a

rede neural com atraso, devemos substituirW = −RK eWh = RTK em (5.11), onde as

matrizesR eT são matrizes paramétricas conhecidas.

Após as substituições, teremos:

M =




(−DRK −KTRD +Q) DRTK

KTT TRD −Q



 � 0 (5.13)

que deixa de ser uma LMI e passa a ser uma BMI emD eK, de tratamento numérico difícil.

Como é desejável o uso desta BMI diretamente na síntese de controladores, é necessá-

rio aplicar uma transformação de congruênciadiag(D−1, D−1) emM pela esquerda e pela

direita a fim de torná-la uma LMI novamente:




D−1 0

0 D−1





T 


(−DRK −KTRD +Q) DRTK

KTT TRD −Q








D−1 0

0 D−1



 � 0 (5.14)

Após as multiplicações matriciais, temos a seguinte BMI equivalente:




(−RKD−1 −D−1KTR +D−1QD−1) RTKD−1

D−1KTT TR −D−1QD−1



 � 0 (5.15)

SubstituindoKD−1 porZ1 eD−1QD−1 porZ2, transformamos a BMI em uma LMI:

M̃ =




(−RZ1 − ZT

1 R + Z2) RTZ1

ZT
1 T

TR −Z2



 � 0 (5.16)

Desta forma, o enunciado do problema de síntese de controladores passa a ser1:

min
Z1,Z2

J = f(y(t), Z1, Z2) (5.17)

sujeito à

1Como houve uma mudança de variáveis, a função custoJ não pode ser mais expressa em termos deK, e
sim em termos deZ1 e/ouZ2.
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M̃ � 0, Z1 ≻ 0, Z2 ≻ 0 (5.18)

A transformação de congruência altera os autovalores da matrizesM , porém não altera os

sinais destes autovalores, conservando assim as propriedades de inércia, conforme o Teorema

da Inércia de Sylvester.

Teorema 5.1(Teorema da Inércia de Sylvester). [62] Dada uma matriz simétricaA ∈ R
n×n,

uma matrizC não-singular e a seguinte transformação:

A→ CTAC (5.19)

A matrizCTAC possui o mesmo número de autovalores positivos que a matrizA, o

mesmo número de autovalores negativos e o mesmo número de autovalores nulos.

Resolvendo as equações (5.17) e (5.18) pelo método dos pontosinteriores, as matrizes

Z1 eZ2 serão determinadas. O ganho poderá ser obtido a partir da relação:

K = Z1D
−1 (5.20)

No entanto, para definirmos completamente o ganho, é necessário determinar a matriz

diagonalD.

Introduzindo-se emM̃ uma perturbaçãoεD−1, obtemos a seguinte LMI:

Zc =




(−εD−1 −RZ1 − ZT

1 R + Z2) RTZ1

ZT
1 T

TR −Z2



 ≺ 0, Z1 ≻ 0, Z2 ≻ 0 (5.21)

ondeε ∈ R
+ e ε ≈ 0, que garante convergência global para o sistema (3.30).

Nesta nova forma, as incógnitasD−1, Z1 eZ2 da LMI (5.21) são determinadas, permi-

tindo agora a recuperação da matriz de ganhos desejada através da equação (5.20).

Reescrevendo então o enunciado do problema de síntese de controladores, teremos:

min
Z1,Z2

J = f(y(t), Z1, Z2) (5.22)

sujeito à
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Zc ≺ 0, Z1 ≻ 0, Z2 ≻ 0 (5.23)

A escolha da função custoJ = f(y(t), Z1, Z2) possui um papel preponderante no su-

cesso da síntese de controladores.

5.3.2 Definição da Função Custo

De acordo com a teoria de controle ótimo, o índice de desempenho ITAE (Integral of

Time Multiplied by Absolute Error) fornece a melhor seletividade dentre os índices de de-

sempenho mais comuns (ISE, IAE e ITSE) [77], isto é, o valor mínimo da integral é pronta-

mente discernível ao serem variados os parâmetros de um sistema.

O índice de desempenho ITAE é dado por

JITAE =

∫ T

0

t|e(t)|dt (5.24)

ondee(t) é o erro de saída do sistema, normalmente dado pore(t) = y(t) − r(t), r(t) é o

sinal de referência para o sistema em malha fechada. No caso deste trabalho,r(t) = 0.

Este índice possui como vantagem a redução de grandes erros iniciais no valor da integral

de desempenho e enfatiza erros que acontecem mais tarde na resposta. Sendo assim, vamos

definir o problema de síntese de controladores para a rede neural com atraso da seguinte

forma:

Definição 5.1(Síntese com índice ITAE). Seja o problema de minimização com restrições

dado por

min
K

JITAE =
n∑

i=1

∫ tf

0

t|yi(t)|dt (5.25)

sujeito à equação

ẏ(t) = −RKφ(y(t)) +RTKφ(y(t− h)) (5.26)

Encontrar o valor deK que minimize a função custoJITAE.

O índice ITAE pode fornecer ganhos ideais pois ele ajuda a minimizar diretamente o

erro da saída do sistema, poisy(t) = e(t) - vide equação (2.4), no entanto, não garante
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Parâmetro Valor
n 3
tp [10µs 10µs 10µs]T

h 400µs
τ −
x(0) [0, 6 0, 4 0, 2]T

λ [0 0 0]T

ymax 1,3

Tabela 5.1: Parâmetros para a simulação [01]

estabilidade pois o sistema é não-linear.

Controladores utilizando este índice como funcional serão um tipo debenchmarkpara

permitir comparações com outros métodos que possuam um custo computacional menor.

Utilizaremos algoritmos genéticos (AGs) para resolver o problema enunciado na Defi-

nição 5.1 pois os AGs possuem a vantagem de não depender das características de não-

linearidade e atrasos do problema. Sua principal desvantagem no entanto, é o alto custo

computacional.

5.3.2.1 Simulação [01]: Desempenho com a matriz de ganhos diagonal

Vamos reapresentar os resultados da simulação mostrada no exemplo (2.2.1) para per-

mitir uma comparação do resultado publicado em [30] com os resultados encontrados pela

solução do problema da Definição 5.1.

Os parâmetros serão repetidos na Tabela 5.1 por questões de conveniência.

Como em algumas simulações utiliza-se mais de uma matriz de ganhos para permitir

comparações de desempenho, para facilitar o discernimentoda matriz de ganhosK entre as

diferentes simulações, vamos introduzir aqui a seguinte notação:K[c] é uma das matrizes de

ganhos publicada por Chiassonet al. em [33], eKj

[i] para denotar a j-ésima matriz de ganhos

K da i-ésima simulação.

A matriz de ganhosK[c] dada em [30] é:

K[c] =








6667 0 0

0 4167 0

0 0 5000








(5.27)
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Para esta matriz de ganhos, o resultado da simulação pode servisto na Figura 5.6.

A Figura 5.6a: Tempo de espera representa o tempo de espera estimado para uma tarefa

que esteja chegando à i-ésima fila - variávelxi(t); A Figura 5.6b: Erro representa o quanto

(tempo médio) a i-ésima fila está acima ou abaixo da média geral - variávelyi(t); A Figura

5.6c: Tamanho das filas representa o número de tarefas presentes em cada fila - variávelqi(t)

e, finalmente, a Figura 5.6d: Quantidade de Tarefas representa o total de tarefas nas filas, ou

seja, a soma em cada instante da quantidade de tarefas em cadauma delas.

Na Figura 5.6b, podemos notar que as curvas partem dey(0) = [0, 2 0 − 0, 2]T . Isto

ocorre porque, de acordo com a equação (3.13), temos:

y(0) =
1

3








2 −1 −1

−1 2 −1

−1 −1 2















0, 6

0, 4

0, 2








=








0, 2

0, 0

−0, 2








(5.28)

As três curvas apresentam overshoot e convergem em um settling time de4, 12 ms - ver

fim de atividade dos controladores na Figura 5.8b. Já a Figura5.6c nos mostra, inicialmente,

um declínio no número total de tarefas nas filas, retornando ao número inicial conforme o

sistema se aproxima do equilíbrio. Este declínio ocorre porque as filas começam a trocar

tarefas entre si imediatamente, enviando-as pela rede, e reduzindo assim o número total

de tarefas presentes nas filas. Quando as tarefas transferidas começam a chegar nos seus

destinos, o número total contabilizado nas filas começa a aproximar-se do número inicial

(princípio da conservação de tarefas).

5.3.2.2 Simulação [02]: Desempenho com a matriz de ganhos dada pela síntese com

índice ITAE + AG

Vamos repetir a simulação [01] porém com os ganhos encontrados pela proposta da De-

finição 5.1. Os parâmetros utilizados no algoritmo genéticoencontram-se na Tabela 5.2.

Utilizando os parâmetros mostrados nesta Tabela, a matriz de ganhos determinada pelo

algoritmo genético, resultado da minimização do índice de desempenho ITAE, é:

K[02] =








1823, 0 −1623, 5 −1941, 4

87, 9 1541, 3 1974, 4

−1503, 8 996, 3 1380, 8








(5.29)
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Figura 5.6: Simulação [01]: Resposta do modelo (2.1) para a matriz de ganhosK[c]

Parâmetro Valor(es)
Gerações 100
População 200

Intervalo de Ganhos [−2000 2000]
Taxa de Elitismo 20%

Variáveis 9

Tabela 5.2: Parâmetros do Algoritmo Genético para a simulação [02]
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Matriz de GanhosK[c] Matriz de GanhosK[02]

Node Mp Mt ts Mp Mt ts
Node 1 -0,019 0,83 ms 3,95 ms -8,45E-3 1,39 ms 3,29 ms
Node 2 0,053 0,47 ms 3,34 ms 2,96E-3 0,67 ms 2,76 ms
Node 3 0,006 1,13 ms 4,12 ms 0 - 0 ms

Tabela 5.3: Parâmetros de desempenho entre as simulações[01] e [02]
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Figura 5.7: Simulação [02]: Resposta do modelo (2.1) para a matriz de ganhosK[02]

Comparando as Figuras 5.6 e 5.7 podemos notar que as curvas foram, de modo geral,

mais suaves nesta última. Em especial, a figura que mostra a quantidade de tarefas em 5.7d

indica que um número menor de tarefas foi transferido durante o processo de balanceamento

(cerca de3000 tarefas), enquanto na Figura 5.6, este número foi consideravelmente maior

(cerca de32500 tarefas movidas).

Isto nos permite verificar que a síntese de controladores utilizando o índice ITAE oferece

um bom resultado.

A Figura 5.9 destaca a Figura 5.7b, relacionando-a às atividades dos sinais de controle.

No gráfico 5.9b podemos notar que as atividades de controle cessam em3, 29 ms, que é

definido como o settling time.
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Figura 5.8: Simulação [01]: Resposta do modelo (2.1) para os ganhos dado pela matrizK[c]

(5.27). O gráfico (a) apresenta o sinal de erroy(t) e o gráfico (b) apresenta a atividade dos
controladores conforme definido em (5.7).
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Figura 5.9: Simulação [02]: Resposta do modelo (2.1) para os ganhos dado pela matrizK[02]

(5.29). O gráfico (a) apresenta o sinal de erroy(t) e o gráfico (b) apresenta a atividade dos
controladores conforme definido em (5.7).
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No entanto, o índice de desempenho ITAE somente não garante uma solução estável para

qualquer condição inicial do problema. De fato, se introduzirmos uma perturbação de apenas

5% em um dos componentes do vetor de condições iniciaisx(0), como por exemplo,x(0) =

[0, 6 0, 4 0, 21]T , o sistema escapa de sua região de estabilidade, conforme mostrado na

Figura 5.10.
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Figura 5.10: Simulação [02]: Resultado da simulação para a matriz de ganhosK[01] com
uma nova condição inicialx(0) = [0, 6 0, 4 0, 21]T

Isto acontece porque o índice ITAE depende das condições iniciais do problema, uma vez

que ele necessita da integração da resposta temporal do sistema, e esta, por sua vez, necessita

das condições iniciais para ser determinada.

Tal fato vem corroborar a necessidade de garantir a convergência global, além do desem-

penho.

Em relação ao tempo utilizado pelo algoritmo genético para determinar a matriz de ga-

nhosK[02], solução do problema dado pela Definição 5.1, o tempo de processamento consu-

mido foi de57, 6s. Este custo aumenta conforme a ordem do sistema, tornando-ocomputa-

cionalmente inviável para clusters com um grande número de nós.

A Tabela 5.4 apresenta o custo computacional da primeira proposta em relação à ordem

90



n Tempo gasto

3 57,6 s
5 1m 2s
10 20m 40s
20 6h 32m 46s

Tabela 5.4: Custo computacional para a solução do problema dado pela Definição 5.1.

do sistema.

A fim de reduzir o tempo empregado na otimização e garantir a convergência global,

vamos buscar um índice de desempenho e uma proposta de solução que evitem a necessidade

da resposta temporal do sistema e/ou avaliações baseadas naintegração de algum parâmetro.

Definição 5.2(Síntese de menor norma). Seja o problema de minimização com restrições

dado por

min
Z1

J = −||Z1||2 (5.30)

sujeito às LMIs




(−εD−1 −RZ1 − ZT

1 R + Z2) RTZ1

ZT
1 T

TR −Z2



 ≺ 0 (5.31)

Z1 ≻ 0 Z2 ≻ 0, D−1 ≻ 0 (5.32)

Encontrar o valor deK que minimize a função custoJ .

A escolha de minimizarmos−||Z1|| se justifica devido à equação 5.20 que está direta-

mente relacionada à matriz de ganhosK, além de reforçar a soma matricial(−εD−1−RZ1−

ZT
1 R + Z2), fazendo com que esta seja negativa definida, condição esta necessária, porém

não suficiente, para que toda a LMI seja definida negativa.

Este problema pode ser resolvido através da solução do problema equivalente de mini-

mização de uma função custo linear sujeita à uma LMI [74, 75]:

min cTx (5.33)

sujeito à

91



Parâmetro Valor
n 3
tp [10µs 10µs 10µs]T

h 400µs
τ −
x(0) [0, 6 0, 4 0, 2]T

λ [0 0 0]T

Tabela 5.5: Parâmetros para a simulação [03]

F (x) � 0 (5.34)

ondex é o vetor de variáveis. Em muitos problemas de controle, taisfunções custo são ex-

pressas em termos de variáveis matriciais em vez de um vetor.Exemplos incluem norma(x),

ondex é uma variável matricial simétrica [75].

A funçãodefcxdatoolbox de controle robustodo Matlab ajuda a expressar a função custo

J = norma(Z1) na formacTx, e a funçãomincxda mesma toolbox resolve o problema de

minimização.

O ganho pode ser obtido então a partir da relação (5.20).

5.3.2.3 Simulação [03]: Desempenho com a matriz de ganhos dada pela síntese por

otimização de norma

Utilizando-se os mesmos parâmetros da simulação [01] (Tabela 5.1), vamos empregar a

Definição 5.2 para determinarmos a matriz de ganhosK[03].

Para o parâmetroε = 10−10, a matriz de ganhos obtida pela Definição 5.2 é:

K[03] =








14, 8127 0, 0659 0, 1082

0, 0659 14, 8299 0, 0910

0, 1082 0, 0910 14, 7876








(5.35)

ondeK = Z1D
−1.

A Figura 5.11 apresenta os resultados alcançados para o problema de balanceamento de

carga para os parâmetros definidos na Tabela 5.6 a partir da solução do problema dado pela

Definição 5.2.

Podemos notar que as curvas são suaves, porém a convergênciase dá por volta de0, 8s.
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Mais lenta quando comparada com as simulações anteriores.

Comparando os valores da matriz de ganhos anteriorK[03] com os valores apresentados

para a matriz de ganhosK[02], determinada pelo par índice ITAE + AG, podemos notar que

eles são menores. Isto parece apontar para um problema de escala na variável matricialZ1

ouD−1.

Para a simulação [03], obtivemos:

Z1 = 108








4, 28 0, 01 0, 03

0, 01 4, 29 0, 02

0, 03 0, 02 4, 28







, Z2 = 108








3, 44 −1, 71 −1, 72

−1, 71 3, 44 −1, 72

−1, 72 −1, 72 3, 45








(5.36)

e

D−1 = 10−7








2, 89 0 0

0 2, 89 0

0 0 2, 89







, Q = 1023








2, 88 −1, 44 −1, 44

−1, 44 2, 88 −1, 44

−1, 44 −1, 44 2, 89








(5.37)

Como a matrizZ1 possui elementos com ordem de grandeza de108 e a matrizD possui

elementos com ordem de grandeza de10−7, os ganhos, obtidos pela equação (5.20) resulta-

ram em elementos com ordem de grandeza de101.

A Figura 5.11 apresenta os resultados da simulação do modelo(2.1) com a matriz de

ganhosK[03].

Podemos notar que o sistema converge lentamente para o seu valor de equilíbrio. Outras

simulações mostraram que, escalonando a matrizK[03] por um fator de103, a escala de tempo

é escalonada por um fator de10−3.

Outro fato observado foi que, variando-se o parâmetroε, a matriz de ganhos sofria al-

guma influência.

Paraε = 10−8, obteve-se:

K[03] =








11, 8829 0, 0387 0, 0615

0, 0387 11, 8185 0, 1259

0, 0615 0, 1259 11, 7957








(5.38)
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Paraε = 10−12, obteve-se:

K[03] =








11, 5976 0, 0603 0, 0303

0, 0603 11, 5436 0, 0843

0, 0303 0, 0843 11, 5736








(5.39)

Sugerindo que existe um valor ótimo paraε entre10−8 e 10−12. Nas simulações, não

houve diferenças significativas entre os resultados para asmatrizes de ganho (5.35), (5.38) e

(5.39).

Paraε ≈ 10−24, começaram a ocorrer problemas numéricos com a LMI, o que a tornava

não-factível.
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Figura 5.11: Simulação [03]: Resposta do modelo (2.1) para a matriz de ganhosK[03] (5.39).

A vantagem na proposta apresentada pela Definição 5.2 é o custo computacional, que é

bem menor do que o da primeira proposta. Para o exemplo de síntese desta simulação, o

tempo necessário foi de0, 11s.

A Tabela 5.6 nos mostra o custo computacional desta propostapara diferentes ordens do

sistema.
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n Tempo gasto

3 0,11 s
5 0,12 s
10 0,16 s
15 0,18 s
30 0,32 s
40 1,65 s

Tabela 5.6: Custo computacional para a solução do problema dado pela Definição 5.2.
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5.3.3 Formulação Geral de Controle Ótimo - Controladores de Custo

Quadrático Garantido

Seja o sistema linear invariante no tempo dado pela equação (3.7), reproduzida aqui por

conveniência

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (5.40)

e a lei de controle dada por

u(t) = Kx(t) (5.41)

O problema de controle ótimo quadrático consiste-se em encontrar a matriz de ganhos K

que minimiza a função custo quadrático

min
K

J =

∫
∞

0

[yT (t)Ωy(t) + uT (t)Ψu(t)]dt (5.42)

ondeΩ � 0 e Ψ ≻ 0 são matrizes de ponderação da parte transitória e do sinal decontrole,

respectivamente [82].

A matriz quadrada simétrica e semi-definida positivaΩ é chamada deMatriz de Ponde-

ração de Estados, e a matriz quadrada simétrica e definida positivaΨ é chamada deMatriz

de Custo de Controle.

Em TEWARI [83], o autor mostra que a solução da Equação Algébrica de Riccati

ATPare + PareA− PareBΨ−1BTPare + Ω = 0 (5.43)

associada ao sistema (5.40), permite calcular o ganho ótimodeK para a lei de controle

(5.41) que minimiza a função custo (5.42).

O ganho ótimo é dado então por

K = −Ψ−1BTPare (5.44)

ondePare é a única matriz definida positiva que satisfaz a equação (5.43).

Por sua vez, a equação algébrica de Riccati (5.43) pode ser reescrita na forma de uma

LMI [82]:
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(ATPare + PareA+ Ω) PareB

BTPare Ψ



 � 0 (5.45)

De forma a garantirmos, ao menos, desempenho local para o sistema (3.30), vamos em-

pregar um critério de desempenho quadrático dado pela função custo (5.42) aplicado ao

modelo versão linear na variável y sem atraso (3.20). Tal função custo poderá ser minimi-

zada determinando o ganhoK pela equação (5.44). No entanto, para isto, necessitaremosda

única matriz definida positivaPare solução da equação de Riccati (5.43). Equação esta que

pode ser reescrita na forma de uma LMI (5.45).

Isto deverá nos fornecer um bom desempenho local para o modelo de rede neural com

atraso quando a lei de controlevi(t) estiver atuando na região linear - região I da Figura 2.2.

Quando a lei de controle estiver atuando fora da região linear, a condição de estabilidade

Zc ≺ 0 deverá garantir que o sistema não se torne instável.

Este objetivo deverá ser alcançado se for possível acoplar eresolver as duas LMIs si-

multaneamente: A primeira garantindo o desempenho local (Zd), e a segunda garantindo a

convergência global (Zc).

Para que possamos resolver as duas LMIs simultaneamente, poderemos utilizar a se-

guinte estrutura [74, 75]:




Zd(Pare, Z1, Z3) 0

0 Zc(Pare, Z1, Z2)



 ≺ 0 (5.46)

Relembrando o modelo (3.20), reescrito aqui por questões de conveniência, temos:

ẏ(t) = (0 +R(−I + T )K)y(t) (5.47)

onde podemos definir duas matrizesAε eBε, como sendoAε = 0 eBε = R(−I + T ).

Substituindo a equação (5.47) em (5.45), teremos:




(AT

ε Pare + PareAε + Ω) PareBε

BT
ε Pare Ψ



 � 0 (5.48)

onde redefinimosAε = εI, ε ≈ 0 para permitirmos a existência de uma solução.

Invertendo os sinais da LMI (5.48) e aplicando sobre ela a seguinte transformação de
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congruência:blocodiag(I,Ψ−1), podemos readequá-la para as mesmas variáveis da LMI

(5.21), operação esta fundamental para que ambas possam serresolvidas simultaneamente e

de forma acoplada.




(−AT

ε Pare − PareAε − Ω) −PareBεΨ
−1

−Ψ−1BT
ε Pare −Ψ−1



 ≺ 0 (5.49)

Podemos notar que o elemento(2, 1) e seu simétrico(1, 2) de (5.49) correspondem ao

ganho ótimo da equação (5.44) e ao ganho ótimo transposto, respectivamente. Substituindo

−Ψ−1BT
ε Pare porK em (5.49) e realizando a próxima transformação de congruência com

blocodiag(I,D−1), temos:




(−AT

ε Pare − PareAε − Ω) KTD−1

D−1K −D−1Ψ−1D−1



 ≺ 0 (5.50)

Aplicando mais uma transformação de congruência, desta vezcom a matriz bloco diago-

nal blocodiag(I,D−1KTK−1D), temos:




(−AT

ε Pare − PareAε − Ω) KD−1

D−1KT −D−1KTK−1Ψ−1(K−1)TKD−1



 ≺ 0 (5.51)

Aplicando a seguinte seqüência de substituição de variáveis em (5.51):

Z1 = KD−1 (5.52)

Z3 = D−1KTK−1Ψ−1(K−1)TKD−1 (5.53)

Aplicando uma nova substituição de variáveis em (5.53):

Z3 = ΓZ ′

3 (5.54)

temos:

Zd =




(−AT

ε Pare − PareAε − Ω) Z1

ZT
1 −ΓZ ′

3



 ≺ 0 (5.55)
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ondeZ ′

3 ≻ 0 é uma matriz simétrica a ser determinada eΓ ≻ 0 é uma matriz simétrica

constante, que vem devolver a possibilidade de escalonarmos a matrizΨ−1 indiretamente,

uma vez que, após todas as transformações de congruência e substituição de variáveis, a

matrizΨ deixou de ser acessível.

Para permitir o acoplamento da LMI (5.55) com a LMI (5.21), vamos definir que:

Pare = D−1 (5.56)

Desta forma, teremos:











(−AT
ε Pare − PareAε − Ω) Z1 0 0

ZT
1 −ΓZ ′

3 0 0

0 0 −εPare −RZ1 − ZT
1 R + Z2 RZ1

0 0 ZT
1 T

TR −Z2











≺ 0 (5.57)

onde

Z1 = KPare (5.58)

Z2 = PareΨPare (5.59)

A matriz Ξ (5.57) é formada por dois blocos diagonais: O primeiro representando o

desempenho, onde encontramos apenas o ganho. No segundo bloco, temos a estabilidade do

modelo (3.30).

Encontrar uma solução para a LMIΞ significará encontrar uma matriz de ganhos que mi-

nimize a função custo (5.42) simultaneamente às condições de estabilidade global de (5.21).

Desta forma, podemos enunciar a próxima metodologia para a síntese de controladores

empregando LMIs de forma acoplada.
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Definição 5.3(Síntese por Função Custo Quadrático). Seja a LMI bloco diagonal

Ξ =











(−AT
ε Pare − PareAε − Ω) −Z1 0 0

−ZT
1 −ΓZ ′

3 0 0

0 0 −εPare −RZ1 − ZT
1 R + Z2 RZ1

0 0 ZT
1 T

TR −Z2











≺ 0

(5.60)

e as matrizes simétricasΩ � 0 eΓ ≻ 0. Encontrar as matrizes simétricas definidas positivas

Pare, Z1, Z2 eZ3 de forma que a LMI seja definida negativa.

Após as transformações de congruência e substituição de variáveis, o acesso direto à

Matriz de Custo de ControleΨ não existe mais. Desta forma, poderemos ter um acesso

indireto à esta matriz através deΓ que irá escalonar a variávelZ3 e, desta forma, estará

escalonando indiretamente a matrizΨ.

Esta metodologia de síntese recai no chamadofeasibility problem, e que pode ser resol-

vido pelo Método dos Pontos Interiores de Nesterov e Nemirovsky [76].

Dadas as matrizesΩ eΓ, o problema se resume a encontrar as matrizesPare, Z1, Z2 eZ3

de modo que a LMI seja definida negativa.

5.3.3.1 Simulação [04]: Desempenho com a matriz de ganhos dada pela síntese por

função custo quadrático - o caso homogêneo

O objetivo desta simulação é o de demonstrar um primeiro resultado alcançado pela

síntese por função de custo quadrático via LMI para um cluster homogêneo. Para ilustrar a

metodologia proposta pela Definição 5.3, vamos retornar aosparâmetros dados na simulação

[01]. A Tabela 5.7 apresenta os parâmetros utilizados.

O valor do parâmetroε foi ajustado para10−14. Para valores menores a LMIΞ torna-se

inviável (não possui solução).

A matriz de ganhosK depende numericamente do parâmetroε, mas existe um valor de

compromisso pois é desejado que este parâmetro seja suficientemente pequeno e que ainda

permita que a LMIΞ seja factível. Em todas as simulações, o parâmetroε foi mantido o

mínimo possível para que a LMI fosse viável.

Como não foi empregado nenhum método de otimização para encontrar bons valores
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Parâmetro Valor
n 3
tp [10µs 10µs 10µs]T

h 400µs
τ −
x(0) [0, 6 0, 4 0, 2]T

λ [0 0 0]T

ε 10−14

Ω diag(1, 365 × 10−6 1, 365 × 10−6 1, 365 × 10−6)
Γ diag(10−10 10−10 10−10)

Tabela 5.7: Parâmetros para a simulação [04]

para os parâmetrosΩ eΓ, estas matrizes foram inicialmente arbitradas como sendo amatriz

identidade. Ao longo das simulações,Γ manteve-se como a identidade, porém, escalonada

por um valor de10−10, para manter a simplicidade.

A matrizΩ foi escalonada pelo valor de1, 365 × 10−6 por tentativa e erro.

Utilizando atoolboxde LMI do Matlab, a matrizK[04] foi determinada em219, 4 ms, e

é apresentada a seguir:

K1
[04] =








3415, 6 −460, 1 −460, 1

−460, 1 3415, 6 −460, 1

−460, 1 −460, 1 3415, 6








(5.61)
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Figura 5.12: Simulação [04]: Resposta do modelo (2.1) para a matriz de ganhosK[04] (5.61).

No caso da matriz de ganhosK[04] (5.61), podemos notar que é uma matriz simétrica

cujo elementos da diagonal principal são iguais. Isto se deve pelo fato do exemplo ser um

cluster homogêneo, o que leva a matrizT a ser simétrica, e pela escolha das matrizesΩ eΓ.

Como exemplo de que nem sempre a matriz de ganhosK obtida é simétrica, vamos

realizar uma outra escolha para as matrizesΩ eΓ.

Ω = 10−8








10, 28 −6, 01 5, 81

−6, 01 12, 35 3, 10

5, 81 3, 10 14, 73







, Γ = 10−15








12, 28 −6, 01 8, 81

−6, 01 14, 35 5, 10

8, 81 5, 10 16, 73








(5.62)

Para estas escolhas deΩ eΓ, a solução do problema dado pela Definição 5.3 é:

K2
[04] =








1145, 4 −613, 8 475, 2

−626, 4 1370, 6 260, 8

477, 7 256, 9 1207, 8








(5.63)

Os resultados da simulação são, de uma forma em geral, apresentados na Figura 5.12. A
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Matriz de GanhosK[c] Matriz de GanhosK[04]

Node Mp Mt ts Mp Mt ts
Node 1 -0,019 0,83 ms 3,95 ms -3,66E-4 2,49 ms 2,66 ms
Node 2 0,053 0,47 ms 3,34 ms 0,045 0,60 ms 3,88 ms
Node 3 0,006 1,13 ms 4,12 ms 7,77E-4 2,23 ms 3,34 ms

Tabela 5.8: Parâmetros de desempenho entre as simulações[01] e [04]

Figura 5.13 nos mostra uma ampliação das Figuras 5.8a e 5.12b.

Comparando a Figura 5.13a com a Figura 5.13b, é possível notarque Figura 5.13b apre-

senta curvas com overshoots e settling time menores.

A Figura 5.13a é a resposta do modelo (2.1) para a matriz de ganhosK[c] (5.27), cujo

gráfico apresenta um Maximum Overshoot de0, 053 e um settling time de4, 12 ms, enquanto

a Figura 5.13b é a resposta do modelo (2.1) para a matriz de ganhosK[04] (5.61), cujo gráfico

apresenta um Maximum Overshoot de0, 045 e um settling time de3, 88 ms.

Como as matrizesΩ e Γ não são matrizes ótimas, então existe espaço para otimização

sobre estes parâmetros.

A importância da redução dos overshoots reside no fato do tráfego na rede diminuir,

reduzindo assim os custos de comunicação. Tais custos assumem uma importância maior

para os chamadosgridsde processadores, cuja infra-estrutura de comunicação cobre grandes

distâncias geográficas e, muitas vezes, toda ou parte desta infra-estrutura é tarifada pelo

volume de dados trafegado, como no caso das redes Frame-Relays [84].

A menor atividade de transferência de carga pode ser confirmada examinando-se o grá-

fico de Quantidade de Tarefas entre as Figuras, 5.6d e 5.12d. Na Figura 5.12d, é possível

notar que o vale possui uma amplitude menor do que o seu correspondente na Figura 5.6d,

significando que um número menor de tarefas foram transferidas,16.000 tarefas transferidas

para o gráfico 5.12d contra33.000 tarefas transferidas no gráfico 5.6d.

Os ganhos deK[04] também são menores, quando comparados com os ganhos deK[01].

Para flexibilizar a síntese de controladores, a opção de matriz não-diagonal foi empregada

para arbitrarΩ e Γ mas houve grande dificuldade em ajustar manualmente os valores do

seus elementos de forma a melhorar o desempenho do sistema. No entanto, as repetidas

simulações com diferentes parâmetros mostraram indícios de que as matrizesΩ e Γ na sua

forma não-diagonal levam a melhorias no desempenho e na redução do chamado efeito de
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Figura 5.13: Simulação [04]: Comparação entre os sinais de erro das simulações[01] e [04].
O gráfico (a) apresenta os sinais de erro com os ganhos dados por K[c] (5.27), e o gráfico (b)
apresenta os sinais de erro com os ganhos dados porK[04] (5.61).
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Figura 5.14: Simulação [04]: Resposta do modelo (2.1) para osganhos dado pela matrizK[c]

(5.27). O gráfico (a) apresenta os sinais de erroy(t) e o gráfico (b) apresenta a atividade dos
controladores conforme definido em (5.7).
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Figura 5.15: Simulação [04]: Resposta do modelo (2.1) para osganhos dado pela matrizK[04]

(5.61), O gráfico (a) apresenta os sinais de erroy(t) e o gráfico (b) apresenta a atividade dos
controladores conforme definido em (5.7).
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n tempo
3 0,17 s
4 0,19 s
5 0,22 s
6 0,27 s
7 0,36 s
8 0,52 s
9 0,64 s
10 0,92 s
20 25,9 s
30 4m 15s
40 23m 33s

Tabela 5.9: Custo computacional para a solução do problema dado pela Definição 5.3.

bursting, a ser explicado na simulação [11].

De uma forma em geral, matrizesΩ e Γ que levam a matrizK a possuir elementos fora

da diagonal principal com magnitude (em módulo) próximas dados elementos da diagonal,

apresentam melhoria de desempenho.

A Tabela 5.9 apresenta o custo computacional em função do número de nós do cluster

para a síntese de controladores através da Definição 5.3.

A Figura 5.16 apresenta a curva do custo computacional em função do número de nósn

do cluster.

Apesar do rápido crescimento do custo computacional para encontrar-se uma solução

numérica para a solução da LMI (5.60), é possível obter uma escalabilidade melhor para o

problema utilizando-se uma formulação paralela e escalonável do método dos pontos interi-

ores [85].
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Figura 5.16: Custo computacional da síntese de controladores pela Definição 5.3 em função
do número de nósn de um cluster.

108



Parâmetro Valor
n 3
tp [10µs 40µs 120µs]T

h 400µs
τ −
x(0) [0, 6 0, 4 0, 2]T

λ [0 0 0]T

K diag(12000 7500 9000)
ε 10−14

Ω diag(15 × 10−12 15 × 10−12 15 × 10−12)
Γ diag(10−10 10−10 10−10)

Tabela 5.10: Parâmetros para a simulação [05]

5.3.3.2 Simulação [05]: Desempenho com a matriz de ganhos dada pela síntese por

função custo quadrático - o caso heterogêneo

O objetivo desta simulação é o de demonstrar resultados de síntese por função custo

quadrático utilizando a LMIΞ, para o caso de um cluster heterogêneo.

Seja um cluster heterogêneo de três nós com parâmetros dadospela Tabela 5.10. Su-

pondo que∆ti seja o intervalo de tempo médio entre execuções sucessivas do algoritmo

de balanceamento de carga no i-ésimo nó, definidos como:∆t1 = 75µs, ∆t2 = 125µs e

∆t3 = 100µs, como descrito na subseção 2.2.3, e definindo a matriz de ganhos discreta no

tempoKz = 0, 9, temos:

K11 = 0, 9/75µs = 12000

K22 = 0, 9/120µs = 7500

K33 = 0, 9/100µs = 9000

(5.64)

A partir dos ganhosK11,K22 eK33, temos a matriz de ganhosK1
[05]:

K1
[05] =








12000 0 0

0 7500 0

0 0 9000








(5.65)

A partir dos parâmetrostpi
e das matrizesΩ e Γ, definidas na Tabela 5.10, determina-se

as matrizesR eT de forma a encontrar a matriz de ganhosK2
[05] através da Definição 5.3 -

ver seção 5.4.
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Matriz de GanhosK1
[05] Matriz de GanhosK2

[05]

Node Mp Mt ts Mp Mt ts
Node 1 -0,4806 0,64 ms 7,76 ms -0,0054 1,32 ms 3,32 ms
Node 2 0,1475 0,96 ms 7,78 ms 0,0381 0,44 ms 3,32 ms
Node 3 0,4477 0.57 ms 7,76 ms 0,0097 1,26 ms 2,08 ms

Tabela 5.11: Parâmetros de desempenho entre duas matrizes de ganhosK1
[05] (5.65) eK2

[05]

(5.66) para a simulação [05].

Desta forma, a matriz de ganhosK2
[05] é definida como:

K2
[05] =








925, 0 −1582, 0 −221, 1

−1585, 9 6079, 3 −684, 1

−223, 1 −688, 6 6346, 1








(5.66)

A Figura 5.17 apresenta o sinal de erroy(t) da resposta do modelo (2.1) para a matriz de

ganhoK1
[05], determinada segundo CHIASSONet al. [33].
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Figura 5.17: Simulação [05]: Resposta do modelo (2.1) para osganhos dado pela matriz
K1

[05] (5.65).

A Figura 5.19 apresenta os sinais de erroy(t) para a matriz de ganhosK1
[05] e a atividade
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dos controladores.

A Figura 5.18 apresenta o sinal de erroy(t) da resposta do modelo (2.1) para a matriz de

ganhoK2
[05], solução do problema dado pela Definição 5.3.

No gráfico 5.18a, as curvas tendem para o ponto de equilíbrio cujo valor é0, 5379s, e

no gráfico 5.18c, o tamanho das filas são diferentes pois o processador mais rápido (nó 1)

recebe uma carga de tarefas maior, ficando com uma fila maior também. Já o processador do

nó 3, por ser o mais lento, permanece com a menor quantidade detarefas.

A Figura 5.20 apresenta os sinais de erroy(t) para a matriz de ganhosK2
[05] e a atividade

dos controladores.

Através de comparações dos resultados, podemos verificar que a síntese por função custo

quadrático, conforme dada pela Definição 5.3, apresenta bons resultados. Vale ressaltar ainda

que, mais uma vez, as matrizesΩ e Γ não sofreram nenhum processo de otimização. Suas

escolhas foram baseadas em poucas tentativas e erros.
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Figura 5.18: Simulação [05]: Resposta do modelo (2.1) para osganhos dado pela matriz
K2

[05] (5.66).
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Figura 5.19: Simulação [05]: Resposta do modelo (2.1) para osganhos dado pela matrizK1
[05]

(5.66), O gráfico (a) apresenta os sinais de erroy(t) e o gráfico (b) apresenta a atividade dos
controladores conforme definido em (5.7).
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Figura 5.20: Simulação [05]: Resposta do modelo (2.1) para osganhos dado pela matrizK[04]

(5.61), O gráfico (a) apresenta os sinais de erroy(t) e o gráfico (b) apresenta a atividade dos
controladores conforme definido em (5.7).
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Parâmetro Valor
n 3
tp [10µs 40µs 120µs]T

h 400µs
τ −
x(0) [0 0 0]T

λ [50 25 5]T

tλ 10 ms
ymax 1,3

Tabela 5.12: Parâmetros para a simulação [06]

5.3.3.3 Simulação [06]: Resposta ao pulso

O objetivo desta simulação é comparar as respostas do sistema a uma entrada em pulsos,

conforme definido na seção 5.2, utilizando as matrizes de ganhosK[c] (5.27) eK[04] (5.61),

reapresentadas aqui por questões de conveniência.

K[c] =








6667 0 0

0 4167 0

0 0 5000







, K[04] =








3415, 6 −460, 1 −460, 1

−460, 1 3415, 6 −460, 1

−460, 1 −460, 1 3415, 6








(5.67)

Os parâmetros de simulação utilizados são apresentados na Tabela 5.12 e os resultados

da simulação para as matrizesK[c] eK[04] são apresentados, respectivamente, nas Figuras

5.21 e 5.22. As Figuras 5.23 e 5.24 destacam o erro do sinaly(t) em relação à atividade dos

sinais de controle.

Tanto na Figura 5.21a quanto na Figura 5.22a é possível verificar que o sistema parte

de condições iniciais nulas, e o Tempo de Espera de cada uma das filas cresce com taxas

diferentes nos primeiros milisegundos, e depois a taxa permanece a mesma para os três nós.

Isto ocorre porque sendo o sistema dinâmico, o pulso gera umaresposta transitória

(como se fosse uma resposta ao degrau) que demanda alguns milisegundos para o sistema

acompanhá-lo. Quando o pulso cessa a sua duração, o sistema passa a comportar-se como

um sistema sem entradas e com condições iniciais não nulas.

Na Figura 5.21b, é possível notar que, enquanto o erro do nó 1 enó 2 são positivos e

crescentes, o erro do nó 3 é negativo e crescente.
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Isto ocorre porque no momento inicialt = 0s, temos que:








ẋ1(0)

ẋ2(0)

ẋ3(0)








=








50

25

5








(5.68)

e a média das filas no instante inicial é dada por(50 + 25 + 5)/3 ≈ 26, 6. Desta forma,

temos que para o nó 1:r(0) = (50 − 26, 6) = 23, 4, logo, y1(0) > 0. Para o nó 2:

(25 − 26, 6) = −1, 6, logo,y2(0) < 0. Para o nó 3:(5 − 26, 6) = −21, 6, logo,y3(0) < 0.

No instante imediatamente posterior, somente o nó1 estará enviando tarefas para os ou-

tros nós. Como o nó 2 está um pouco abaixo da médiar(0), após a recepção das tarefas

enviadas a ele, ele passará a um novo estado onde ele estará acima da média, fazendo com

que ele diminua seu erro e tenda a aproximar-se de zero. Em outras palavras, isto fará com

que a curva de erro do nó 2 na Figura 5.21b inicie-se com com valor negativo e volte a ser

positivo em seguida. Isto pode ser confirmado se ampliarmos aFigura 5.21b em torno da

origem ou olhando a Figura 5.23b para os sinais de controleφ(y2(t)) e φ(y2(t − h)), onde

os sinais inicialmente estão no valor nulo e mudam de estado nos instantes9, 68 × 10−5s e

4, 98 × 10−4s, respectivamente.

Podemos concluir deste experimento que aplicando as mesmasentradas, o sistema res-

ponde de forma diferente em função da matriz de ganhos e pudemos observar qual o com-

portamento do sistema.

No caso da matriz de ganhosK[04], apesar dos ganhos dentro da matriz serem menores

que os da matriz de ganhosK[c], os sinais de erro atingiram valores maiores.

Esta mesma simulação, quando realizada para clusters heterogêneos, apresenta um com-

portamento similar, sendo a maior diferença o fato de que, para as curvas de Tempo de

Espera, elas deixam de crescer de forma aproximadamente paralela e passam a crescer em

taxas diferentes em função da velocidade de processamento de cada nó.
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Figura 5.21: Simulação [06]: Resposta do modelo (2.1) ao pulsoλ = [50 25 5]T , tλ = 10
ms e condições iniciais nulas para a matrizK[c] (5.27).

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

( a )

Tempo de Espera

x i(t
)

 

 

x1(t)
x2(t)
x3(t)

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
x 10

4

( c )

Tamanho das Filas

q i(t
)

 

 

q1(t)
q2(t)
q3(t)

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012

−0.01

−0.005

0

0.005

0.01

( b )

Erro

y i(t
)

 

 

y1(t)
y2(t)
y3(t)

0 0.005 0.01 0.015
0

2

4

6

8
x 10

4

( d )

Total de Tarefas

q to
ta

l(t
)

Figura 5.22: Simulação [06]: Resposta do modelo (2.1) para a matriz de ganhosK[04] (5.61).
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Figura 5.23: Simulação [06]: O gráfico (a) mostra a resposta do modelo (2.1) ao pulso
λ = [50 25 5]T , tλ = 10 ms e condições iniciais nulas para a matriz de ganhosK[c]

(5.27). O gráfico (b) mostra a atividade dos controladores conforme definido em (5.7).
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Figura 5.24: Simulação [06]: O gráfico (a) mostra a resposta do modelo (2.1) ao pulso
λ = [50 25 5]T , tλ = 10 ms e condições iniciais nulas para a matriz de ganhosK[04]

(5.61). O gráfico (b) mostra a atividade dos controladores conforme definido em (5.7).
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Parâmetro Valor
n 3
tp [10µs 40µs 120µs]T

h 400µs
τ −
x(0) [0 0 0]T

λ [750 50 5]T

tλ 10 ms
ymax 1,3
K diag(3997, 5 999, 4 333, 1)

Tabela 5.13: Parâmetros para a simulação [07]

5.3.3.4 Simulação [07]: Efeito do limite da largura de banda

A fim de expor com maiores detalhes a ação dos controladores, asimulação [07] possui

como objetivo demonstrar o efeito do limite da largura de banda de uma rede sobre o balan-

ceamento de carga. Limite este relacionado ao modelo (2.1) pelo parâmetroymax da função

não-linearφ(y(t)) (2.6).

Os parâmetros de simulação utilizados são apresentados na Tabela 5.13.

A Figura 5.25 apresenta os resultados da simulação, onde podemos observar o rápido

crescimento do número de tarefas presentes em cada uma das fila pelo gráfico Tamanho das

Filas. Como o processador do nó 1 é o mais rápido (tp1
= 10µs), cabe a ele uma maior

quantidade de carga. O oposto acontece com o processador do nó 3, que permanece com o

menor volume de carga.

Apesar da diferença no número de tarefas ao final da simulação, o gráfico Tempo de

Espera converge para um valor de equilíbrio de5, 723s, com settling time de68ms. Este é

o tempo de espera necessário para que todas as tarefas, ao final do balanceamento de carga,

tenham sido processadas.

A curva em magenta no gráfico Tempo de Espera da Figura 5.25 é a média global das

filas r(t). A médiar(t) acompanha a curva dex1(t), o que explica a oscilação encontrada

no gráfico erro paray1(t).

A curva do gráfico Quantidade de Tarefas cresce e estabiliza-se em7, 629 × 105 tarefas,

pois convertendo o pulsoλp = [750 50 5]T , que é uma taxa de entrada de tempo de espera

nas filas em relação ao tempo, em uma taxa de entrada de tarefasem relação ao tempo, temos:
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q̇(t) = [750/tp1
50/tp2

5/tp3
]T (5.69)

que é igual a

q̇(t) = [750 × 105 12, 5 × 105 0, 41667 × 105]T (5.70)

Logo, temos que

3∑

i=1

q̇i(t) = 7, 629 × 107/s (5.71)

Como o pulsoλp teve duração de0, 01s, então o total de tarefas inserido nas filas foi de

7, 629 × 105 × 1 × 10−2 = 7, 629 × 105 tarefas.
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Figura 5.25: Simulação [07]: Resultado da simulação para um cluster heterogêneo com
tp1

= 10µs, tp2
= 40µs e tp3

= 120µs, entradaλ = [750 50 5]T , respectivamente, com
duração detλ = 10ms, ymax = 1, 3 e matriz de ganhosK = diag(3997, 5 999, 4 333, 1).

A Figura 5.26 nos mostra um exemplo de atividade das funções não-lineares para um

cluster heterogêneotp = [10 40 120]T , com condições iniciais nulas e pulso vetorial de

amplitude[750 50 5]T e 10ms de duração. A grande diferença de amplitude nos pulsos
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decorre da necessidade de excitar as funções não-lineares de modo que elas atinjam a região

de saturação superior.

O gráfico da Figura 5.26a representa os sinais de erro do balanceamento de carga. Nele,

podemos notar quey1(t) oscila em torno de zero,y2(t) decresce de forma oscilatória ey3(t)

cresce também de forma oscilatória, porém com amplitudes maiores do quey2(t)).

Como ambos os gráficos encontram-se na mesma escala de tempo, épossível estabele-

cermos uma correspondência entre o gráfico superior e o gráfico inferior na figura.

A primeira informação que podemos extrair da Figura 5.26 é quey2(t) é negativo durante

todo o tempo de simulação. Isto significa que a fila correspondente ao nó2 está sempre

abaixo da média global estimada. Conseqüentemente, o controlador para o nó2 está sempre

na região III da Figura 2.2 e, desta forma, a fila correspondente ao nó 2 está permanentemente

recebendo tarefas.

No intervalo entre0 e 5, 9ms segundos,y3(t) está oscilando intensamente, porém, com

picos abaixo deymax = 1, 3. Neste intervalo, tanto o controladorφ(y1(t) comoφ(y3(t))

estão transferindo tarefas de suas respectivas filas, simultaneamente à recepção de novas

tarefas à taxa de750 tarefas/segundo e5 tarefas/segundo.

No intervalo entre5, 9ms e 11, 7ms, o sinal de erroy3(t) ultrapassaymax e retrocede

quatro vezes, levando o controladorφ(y3(t)) à região de saturação II da Figura 2.2. No

gráfico inferior da Figura 5.26 é possível observar o sinal decontroleφ(y3(t)) chegando ao

valor unitário quatro vezes consecutivas.

Note que, apesar da taxaλ1 ser muito maior queλ3, o ganho do controladorφ(y1(t))

também é muito maior que o ganho do controladorφ(y3(t)).

O regime é atingido em68ms, quando a atividade do último controlador ainda fora da

região III (φ(y3(t− h))) da Figura 2.2, cessa.
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Figura 5.26: Simulação [07]: Exemplo de atividade das funções não-linearesφ(yi(t)) e
φ(yi(t − h)) para um cluster heterogêneo comtp1

= 10µs, tp2
= 40µs e tp3

= 120µs,
entradaλ = [750 50 5]T , respectivamente, com duração detλ = 10ms, ymax = 1, 3 e
matriz de ganhosK = diag(3997, 5 999, 4 333, 1).
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Parâmetro Valor
n 3
tp [10µs 40µs 120µs]T

h 400µs
τ −
x(0) [0 0 0]T

λ [750 50 5]T

tλ 10 ms
ymax 0,3
K diag(3997, 5 999, 4 333, 1)

Tabela 5.14: Parâmetros para a simulação [08]

5.3.3.5 Simulação [08]: Efeito do limite da largura de banda II

Esta simulação possui como objetivo verificar como o limite de largura de banda afeta

a velocidade de convergência do sistema. Para isto, vamos refazer a simulação [07] modifi-

cando o parâmetroymax.

Os parâmetros de simulação utilizados são apresentados na Tabela 5.14.

As Figuras 5.27 e 5.28 apresentam os resultados da simulação.

Pode-se notar que, devido à largura de banda menor, um númeromenor de tarefas pode

ser transferido, aumentando o settling time que, neste casoé de aproximadamente90ms.

As simulações mostraram que, na maioria das vezes, o ponto deoperação do sistema

excursiona entre as regiões I e III das funções não-lineares- Figura 2.2. Esta observação

pode ser explicada da seguinte forma: Como as condições iniciaisx(0) são nulas, o erroy(0)

também é nulo - Ver equação (3.13). Com o passar do tempo o erro tende a aumentar, mas a

quantidade de tarefas transferidas entre os nós tende a aumentar proporcionalmente também

pelo valor deK, reduzindo assim o valor dey(t) ao final. Em outras palavras, é necessário

uma grande diferença de amplitudes entre os pulsos de entrada para que as funções sejam

levadas à saturação superior.

123



0 0.02 0.04 0.06 0.08
0

2

4

6

8

( a )

Tempo de Espera

x i(t
)

 

 

0 0.02 0.04 0.06 0.08
0

1

2

3

4

5

6
x 10

5

( c )

Tamanho das Filas

q i(t
)

 

 

q1(t)
q2(t)
q3(t)

0 0.02 0.04 0.06 0.08

−2

−1

0

1

2

( b )

Erro

y i(t
)

 

 

y1(t)
y2(t)
y3(t)

0 0.02 0.04 0.06 0.08
0

2

4

6

8
x 10

5

( d )

Total de Tarefas

q to
ta

l(t
)

x1(t)
x2(t)
x3(t)
r(t)

Figura 5.27: Simulação [08]: Resultado da simulação para um cluster heterogêneo com
tp1

= 10µs, tp2
= 40µs e tp3

= 120µs, entradaλ = [750 50 5]T , respectivamente, com
duração detλ = 10ms, ymax = 0, 3 e matriz de ganhosK = diag(3997, 5 999, 4 333, 1).
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Figura 5.28: Simulação [08]: Exemplo de atividade das funções não-linearesφ(yi(t)) e
φ(yi(t − h)) para um cluster heterogêneo comtp1

= 10µs, tp2
= 40µs e tp3

= 120µs,
entradaλ = [750 50 5]T , respectivamente, com duração detλ = 10ms, ymax = 0, 3 e
matriz de ganhosK = diag(3997, 5 999, 4 333, 1).
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5.3.3.6 Simulação [09]: Outras leis de controle

O objetivo desta simulação é promover uma comparação entre as funções não-lineares

apresentadas na subseção 5.1.3 a fim de verificarmos o comportamento de cada uma delas,

principalmente no que tange ao emprego do terceiro quadrante.

Para as simulações, utilizaremos a matriz de ganhos:

K[09] =








925, 1 −1582, 2 −221, 1

−1586, 1 6080, 1 −684, 2

−223, 1 −688, 7 6346, 8








(5.72)

As Figuras 5.29-5.31 apresentam os sinais de erroyi(t) para o modelo (2.1) utilizando a

matriz de ganhos (5.72) para as funções de primeiro e primeiro-terceiro quadrantes:uhsat(yi(t)),

sat(yi(t)), uhsign(yi(t)), sign(yi(t)), uhtanh(yi(t)) e tanh(yi(t)).

Aparentemente, a resposta dada pelas funções não-linearesuhsign(y(t)) e sign(y(t)),

mostrada nas Figuras 5.29c e 5.29d respectivamente, apresentam a melhor resposta em ter-

mos de convergência e overshoot. No entanto, a Figura 5.31 nos mostra que na verdade estas

funções não são adequadas para o algoritmo de balanceamento, pois elas não satisfazem as

condições apresentadas em (4.51). Através da Figura 5.31a épossível observar que o tempo

de espera estimado (xi(t)) tende para um ponto de equilíbrio inviável.

De forma geral, as funções que utilizam o primeiro-terceiroquadrante apresentam de-

sempenho um pouco mais oscilatórios do que as funções de apenas primeiro quadrante, tanto

para matrizes de ganho diagonais como não-diagonais.

Desta forma, as funções de primeiro quadrante foram as escolhidas para a implementação

do algoritmo de balanceamento de carga.
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Figura 5.29: Simulação [09]: Comparação de desempenho para as funções não-lineares de
primeiro e primeiro-terceiro quadrantes (uhsat, sat, uhsign, sign) para a matriz de ganhos
K[09] (5.72).
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Figura 5.30: Simulação [09]: Comparação de desempenho para as funções não-lineares de
primeiro e primeiro-terceiro quadrante (uhtanh e tanh) para a matriz de ganhosK[09] (5.72).
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Figura 5.31: Simulação [09]: Resposta do modelo (2.1) para a matriz de ganhosK[09] (5.72)
e funçãosign(y(t)).
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5.3.3.7 Simulação [10]: O efeito debursting

O objetivo desta simulação é destacar os efeitos dos atrasosquando estes tornam-se signi-

ficativos em relação ao tempo da resposta transitória. A Figura 5.32 apresenta os resultados

da simulação [10], com atrasoh de 6, 15ms. A Figura 5.32e é uma ampliação da Figura

5.32b que, por sua vez, é relacionada à Figura 5.32f através de linhas verticais pontilhadas

para auxiliar na visualização.

Na Figura 5.32e podemos verificar que o sistema converge parazero nos primeiros

6, 15ms. Em seguida ocorre um fenômeno que, no contexto desta tese, convencionou-se

chamá-lo debursting, fazendo com que o sistema aparentemente saia do seu ponto deequi-

líbrio para, logo em seguida, convergir novamente. Isto acontece sucessivamente e com

amplitudes cada vez menores. CHIASSONet al. chamam este efeito deringing.

Se analisarmos apenas a Figura 5.32e, podemos pensar que o balanceamento de carga

terminou poisy(t) se aproxima de zero dentro dos6, 15ms iniciais. No entanto, se acom-

panharmos a curva da Figura 5.32f, é fácil verificar que aindaexistem tarefas trafegando na

rede, o que significa que o balanceamento de carga não terminou na realidade.

Após a análise de diversas simulações com parâmetros diferentes, verificou-se que o

efeito do bursting é devido aos atrasos presentes no sistema. Isto ocorre porque existe uma

malha de realimentação com atraso no modelo (3.30) dado pelotermoRTKφ(y(t − h)) e

ela causa uma perturbação apósh segundos. Se neste intervalo de tempo o sistema estiver

perto do seu ponto de equilíbrio, as tarefas que chegam atrasadas irão perturbá-lo, fazendo

com que os controladores entrem em ação novamente e busque acomodar a carga extra que

chegou.

Na próxima simulação, será mostrado que os elementos fora dadiagonal principal da

matriz de ganhosK podem auxiliar na redução do efeito do bursting, dentro de determinados

limites, corroborando o que foi dito na subseção 5.1.2 sobrea flexibilização do controlador.
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Figura 5.32: Simulação [10]: Resposta do modelo (2.1) a um atraso significativo em relação
ao tempo da resposta transitória. O gráfico ( f ) destaca a resposta periódica onde oburst
acontece.
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5.3.3.8 Simulação [11]: A matriz de ganhos não-diagonal e o efeito do bursting

O objetivo desta seção é o de mostrar que os elementos fora da diagonal principal da

matriz de ganhos K possui uma ação positiva em relação à redução do efeito do bursting.

Para esta simulação, vamos apresentar as respostas do modelo (2.1) para três matrizes

de ganhos diferentes, a saber:K1
[11] que é uma matriz diagonal,K2

[11] que é uma matriz não-

diagonal eK3
[11], que é a matriz não-diagonalK2

[11], porém com um aumento no módulo dos

elementos(1, 3) e (3, 1). A idéia é a de mostrar que aumentando o módulo dos valores dos

elementos fora da diagonal principal, a amplitude dos burstings pode ser reduzida, dentro de

determinados limites.

Utilizando a matriz de ganhos diagonalK1
[11], a resposta do modelo (2.1) (sinal de erro

y(t)) é apresentada na Figura 5.33a através das curvas sólidas emazul (node 1), verde (node

2 ) e vermelho (node 3).

K1
[11] =








57089 0 0

0 43711 0

0 0 58277








(5.73)

A matriz K2
[11] é formada pela matrizK1

[11], porém substituindo os valores nulos por

valores negativos, obtendo assim:

K2
[11] =








57089 −2593 −23532

−2593 43711 −5890

−23532 −5890 58277








(5.74)

A resposta do modelo (2.1) (sinal de erroy(t)) é apresentada na Figura 5.33a através das

curvas tracejadas em azul (node 1), verde (node 2 ) e vermelho(node 3).

Em seguida, para simplificar, vamos mudar o valor apenas do elementos(1, 3) da matriz

de ganhosK2
[11] de−23532 para−35532, temos a matrizK3

[11].

K3
[11] =








57089 −2593 −35532

−2593 43711 −5890

−23532 −5890 58277








(5.75)

A Figura 5.33 apresenta os resultados do aumento do módulo dos valores. A resposta do
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Matriz de Ganho Mp Mt ts

K1
[11] 0,04371 3,3E-5 s 37,82 ms

K2
[11] 0,02480 2,7E-5 s 34,35 ms

K3
[11] 0,01641 2,5E-5 s 29,16 ms

Tabela 5.15: Desempenho do nó 2 do modelo (2.1) para as três matrizes de ganho apresen-
tadas:K1

[11], K
2
[11] eK3

[11], mostrando o efeito dos valores fora da diagonal principal sobre o
bursting e sobre o settling time.

modelo (2.1) (sinal de erroy(t)) é apresentada na Figura 5.33a através das curvas pontilhadas

em azul (node 1), verde (node 2 ) e vermelho (node 3).

Podemos observar a redução da amplitude a medida que reforçamos a ação de controle

através dos elementos fora da diagonal principal.

Nesta simulação, apesar das matrizes de ganhoK1
[11], K

2
[11] eK3

[11] terem sido arbitradas

e construídas manualmente, isto não necessariamente gera matrizes estáveis.

Alterações nos elementos das matrizesΩ e Γ, aumentando ou diminuindo seus valores,

aparentemente não possuem uma correlação direta com os elementos da matriz de ganhoK,

dificultando assim uma regra geral para a definição delas.
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Figura 5.33: Simulação [11]: O gráfico (a) apresenta a resposta do modelo (2.1) para as
matrizes de ganhosK1

[11], K
2
[11] eK3

[11]. O gráfico (b) destaca a resposta do nó 2, mostrando
que os elementos fora da diagonal principal da matriz de ganhos contribui para a redução do
efeito de bursting criado pelo atraso.
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5.4 Metodologia Proposta para a Síntese

Nesta seção será apresentada a metodologia de síntese de controladores por Função de

Custo Quadrático com solução via LMIs, onde os passos necessários para a sua aplicação

serão enumerados.

1. Estimar experimentalmente o atraso de transferência médio entre os nós do cluster -

parâmetroh (necessário apenas para a simulação);

2. Estimar experimentalmente o tempo médio para uma tarefa ser executada no i-ésimo

nó - parâmetrotpi
;

3. Determinar a matrizR doModelo de Rede Neural(3.30);

4. Determinar as matrizesW eWh;

5. Arbitrar a Matriz de Ponderação de EstadosΩ � 0 e a matrizΓ ≻ 0;

6. Resolver o problema de feasibility da LMIΞ (5.60) utilizando um pacote numérico

como o Matlab, Sedumi ou um outro;

7. Determinar a matriz de ganhosK utilizando a equação

K = Z1P
−1
are (5.76)

8. SubstituirK noModelo (2.1)(3.1);

9. Se necessário for, ajustar os valores das matrizesΩ eΓ e repetir os passos anteriores a

partir do número6.

A metodologia apresentada exige que a Matriz de Ponderação dos EstadosΩ e a matriz

Γ sejam arbitradas. Nas simulações, os valores utilizados iniciaram-se sempre com a matriz

identidade paraΩ ediag(10−10 10−10 10−10) paraΓ.

A medida que reduzimos os valores deΓ, isoladamente, o sistema vai tornando-se mais

lento (ganhos menores), pois menor ênfase (peso) será dado ao controle. Por outro lado, a

medida que os valores dos elementos deΓ vão aumentando, o sistema vai tornando-se mais
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rápido e, conseqüentemente, apresentando oscilações cadavez maiores até que a LMIΞ não

seja mais factível (sistema instável).

Em relação à matrizΩ, foi utilizada uma matriz diagonal e, a medida que os valoreseram

reduzidos, o sistema também tornava-se mais lento, e vice-versa, repetindo o comportamento

deΓ.

5.5 Resumo do Capítulo

Neste capítulo, apresentamos três diferentes metodologias para a síntese de controlado-

res, a saber: minimização do índice ITAE por Algoritmos Genéticos, minimização da norma

de|Z1| e minimização de Função Custo Quadrático via LMIs.

A Tabela 5.16 apresenta o custo computacional de cada uma dasmetodologias para en-

contrar uma solução (∆tsol) e o settling time encontrado nas simulações [02], [03] e [04].

Podemos notar através desta tabela que o melhor desempenho obtido foi através da De-

finição 5.1: minimização do índice ITAE via Algoritmos Genéticos. No entanto, seu custo é

demasiadamente alto.

Em seguida, um bom desempenho foi encontrado através da Definição 5.3: Minimização

de Função Custo Quadrático via LMIs, cujo custo computacional é bem menor do que o

demandado pelos Algoritmos Genéticos, tornando-se uma boasolução de compromisso entre

desempenho e custo computacional.

A substituição da matriz de ganhosK na LMI (5.21), em todas as simulações, apresentou

autovalores negativos, mostrando que a LMI é satisfeita.

Apesar da metodologia de síntese dada pela Definição 5.2 não ter correspondido com

bons resultados, ela serviu com base para a continuarmos os estudos e chegar à metodologia

dada pela Definição 5.3.

Através de outras simulações, foi possível constatar a eficiência da metodologia dada

pela Definição 5.3 para o caso de clusters heterogêneos, bem como constatar os efeitos de

elevadas taxas de geração de tarefas e suas implicações com olimite da largura de banda da

rede de comunicação.

O custo computacional aumenta consideravelmente conformeaumenta a ordemn do

sistema, porém, a uma taxa menor que o custo do algoritmo genético. O uso de métodos pa-

ralelos para o algoritmo de pontos interiores pode contribuir de forma positiva para melhorar
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Definição 5.1 Definição 5.2 Definição 5.3
∆tsol 57,6 s 117,2 ms 219,4 ms

Settling time 3,29 ms 800 ms 3,88 ms

Tabela 5.16: Tabela comparativa para as três diferentes metodologias de síntese de contro-
ladores.∆tsol é o tempo necessário utilizado para encontrar uma solução, eos respectivos
settling time encontrados nas simulações [02],[03,[04].

a escalabilidade da metodologia proposta.

Por fim, evidenciamos o problema do bursting e apresentamos dados que apontam para

possíveis melhorias na redução deste efeito pelo emprego dematrizes de ganho não-diagonais.
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Capítulo 6

Simulações e Experimentos em Clusters

Homogêneos e Heterogêneos

Neste capítulo iremos apresentar os resultados numéricos obtidos a partir da implemen-

tação da lei de controle 5.3 com ganhos determinados pelas três metodologias apresentadas

no capítulo 5, e a metodologia empregada em CHIASSONet al. [33].

Cada um dos experimentos será precedido de uma simulação, a fimde verificar a ade-

quabilidade do modelo (2.1) ao problema de balanceamento decarga.

Na seção 6.1 descreveremos a arquitetura do software desenvolvido para realizar os ex-

perimentos de balanceamento de carga, bem como algumas características dethreadse das

bibliotecas deInterface de Passagem de Mensagens- as chamadas bibliotecas MPI - e algu-

mas considerações sobre o uso simultâneo de threads e MPI.

Na seção 6.2 descreveremos o setup experimental implementado para realizar os experi-

mentos, descrevendo como foram realizadas as estimativas de atraso de comunicação entre

os nós do cluster e as estimativas de tempo de processamento médio de uma tarefa em um de-

terminado processador. Tais informações foram utilizadaspara as simulações que precedem

os experimentos.

Nas seções 6.3 e 6.4, serão apresentadas os experimentos realizados em clusters homo-

gêneos e heterogêneos precedidos de suas respectivas simulações.

Na seção 6.5 será realizada uma análise geral dos resultadosapresentados através das

simulações e dos experimentos.

E, finalmente, a seção 6.6 apresentará o resumo do capítulo.
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6.1 Arquitetura de Implementação

A arquitetura de implementação do programa para validar os conceitos da tese é mostrada

na Figura 6.1.

Transmissão Recepção Transmissão
do Estado

Recepção
do Estadode Tarefas de Tarefas

Message Passing Interface

6?

?
6

?
6

�
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FILA
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-

Thread

Variável
Compartilhada

Rede Gigabit Ethernet

Figura 6.1: Arquitetura de Implementação

Esta arquitetura de implementação foi realizada através dacodificação de um programa

na linguagem C, baseado em um processo principal (main) e um outro processo independente

(thread), e a biblioteca MPI (Message Passing Interface) para comunicação ente os nós. Cada

nó do cluster executa o mesmo algoritmo.

O programa, batizado de LoadBalancer, consiste na criação deduas variáveis comparti-

lhas: Uma estrutura de dados estática (vetor de tarefas) chamada fila, e uma variável escalar,

chamada deq, que armazena o número de tarefas existentes na fila.

Uma fila de tarefas é normalmente criada através de uma estrutura dinâmica chamada

de lista encadeada [45]. Dentre as suas vantagens é possívelcitar a facilidade de inserção

ou remoção de tarefas que estejam no meio da fila, reordenaçãoconforme a prioridade das

tarefas entre si, e a possibilidade de alocação dinâmica de memória, fazendo com que o

limite de tamanho da fila seja dado pela quantidade de memóriafísica do sistema.

Em contrapartida, a sua implementação é mais complexa e exige um custo computaci-
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onal maior para gerenciá-la quando comparada com uma implementação estática (vetor de

tarefas), pois necessita de chamadas ao sistema para alocare liberar memória a todo instante.

A implementação de filas através de uma estrutura de dados estática como um array per-

mite uma redução na complexidade do programa e no esforço computacional para gerenciá-

la. No entanto, esta implementação possui uma capacidade limitada de armazenamento de-

finida no chamado tempo de compilação.

Para um programa com o objetivo de testar os conceitos apresentados nesta tese, a opção

para o LoadBalancer foi adotar a estrutura em array, a fim de evitar o custo computacional

extra e minimizar a implementação por não haver a necessidade de termos uma fila ilimitada.

O capítulo4 de LANGSAM et al. [86] apresenta uma boa discussão sobre Filas, Listas

Encadeadas e suas implementações e gerenciamento na linguagem C/C++.

6.1.1 Processos Concorrentes e threads

Os processos são programas carregados na memória que representam algoritmos e podem

ser classificados como leves e pesados.

Os processos pesados são os tradicionais, possuindo um conjunto de operações iniciais

básicas que começam a sua execução.

Um processo leve, ou thread, é uma parte de um processo pesadoque é executado con-

correntemente.

Em um sistema com mais de um processador, o sistema operacional passa a dispor de

mais CPUs para alocar os processos. O resultado é a execução simultânea real de vários

processos.

Todos os processos que existam ao mesmo tempo são então dito concorrentes. Eles po-

dem funcionar completamente independentes uns dos outros,ou ocasionalmente necessitar

de sincronização e cooperação [87].

O uso de threads permite a estruturação do código em um conjunto de atividades indepen-

dentes, de forma que elas possam ser executadas em concorrência, permitindo o paralelismo.

As threads permitem ainda uma redução do gasto de memória e processamento, uma

vez que o processo pesado (principal) e os processos leves (threads) compartilham, além do

segmento de código, o segmento de dados e espaço de endereçamento. As threads possuem

apenas sua própria pilha de execução eprogram counter.
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A comunicação entre as threads pode dar-se através de variáveis globais compartilhadas

e a utilização destas variáveis pode ser controlada atravésde estruturas como monitores,

semáforos, primitivas de exclusão mútua, variáveis condicionais e construções similares.

Estas características facilitam a implementação de um algoritmo de balanceamento de

carga do tiposender-initiated, onde um dos nós inicia o balanceamento transferindo parte da

sua carga para outros nós.

6.1.2 Message Passing Interface - MPI

A MPI é um conjunto de padrões para a programação por troca de mensagens e foi

desenvolvido por um fórum (Message Passing Interface Forum) que envolveu representantes

de diversas áreas, tais como: acadêmica, empresarial e governamental.

Apesar da implementação do programa poder utilizar os protocolos UDP e TCP para

a comunicação e transferência de tarefas [45, 88], respectivamente, o padrão MPI possui

características que possibilitou aos desenvolvedores de programas paralelos a criarem bibli-

otecas eficientes e portáteis entre diferentes plataformas. Desta forma, o padrão MPI, ou

simplesmente MPI, não é uma nova linguagem de programação, mas sim um padrão para

bibliotecas de definições e funções que podem ser utilizadasem conjunto com linguagens

como C e Fortran para alcançar o paralelismo em programas computacionais.

Existem diversas distribuições de bibliotecas MPI, como: MPICH, LAM/MPI, Open

MPI, OpenMP, e outras.

Dentre as facilidades oferecidas pelas implementações, temos diretivas de comunicação

de envio (MPI_Send) e recepção (MPI_Receive) de mensagens, ede broadcast (MPI_Bcast),

onde um nó distribui uma determinada mensagem para todos os outros.

6.1.3 MPI e threads

Uma das dificuldades encontradas na abordagem de programasmultithreadutilizando

uma biblioteca MPI reside na garantia de que diversas threads poderão realizar chamadas às

funções MPI simultaneamente sem que haja problemas de sincronismo e comunicação [89].

As chamadasthread-safe.

O padrão para a implementação de distribuições MPI não requer um ambiente thread-

safe, ficando à cargo das distribuições existentes implementar as premissas necessárias.
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Para utilizarmos um programa com threads e chamadas à funções MPI, é necessário

substituir a função de inicialização do MPI: MPI_Init, pelafunção MPI_Init_threads que tem

como argumento de entrada o parâmetrorequired, que define qual será o suporte a threads

necessários à biblioteca MPI, e o argumento de saída é o endereço da variávelprovidedque

será utilizada pela biblioteca MPI para dizer à aplicação qual suporte à thread foi concedido.

O suporte a threads disponível recai um uma das quatro categorias mostradas a seguir:

• MPI_THREAD_SINGLE que significa que nenhum suporte a threadsé disponibili-

zado e a utilização desta categoria é equivalente à utilização do comando MPI_Init;

• MPI_THREAD_FUNNELED no qual apenas a thread principal pode fazer chamadas à

rotinas MPI. Nesta categoria as outras threads podem executar outras tarefas enquanto

a thread principal faz chamadas a funções MPI;

• MPI_THREAD_SERIALIZED na qual múltiplas threads podem fazerchamadas a ro-

tinas MPI, mas apenas uma thread pode executar uma rotina MPIa cada momento;

• MPI_THREAD_MULTIPLE na qual threads podem fazer chamadas a rotinas MPI

sem qualquer restrição.

Em um programa MPI, todas as threads existentes compartilham o mesmo comunica-

dor MPI. Assim, uma mensagem destinada a uma thread estará acessível também às de-

mais threads, e é impossível endereçar uma thread específicapara receber uma determinada

mensagem. Desta forma, a thread que realizar uma chamada a uma função de recepção de

mensagem será a thread destinatária da referida mensagem. Também em um programa MPI,

quando uma thread é bloqueada pela chamada a alguma função MPI, somente a thread que

realizou a chamada permanecerá bloqueada até a finalização da requisição, as outras threads

poderão continuar com o seu processamento.

O processo principal do programa LoadBalancer cria uma thread de leitura do tamanho

da fila a cada 1 ms.

A tarefa consiste em uma variável do tipo inteiro longo (longint) que corresponde a 4

bytes em C. Esta variável, por sua vez, corresponde ao expoente de uma matriz10 × 10 do

tipo real (float) que corresponde também a 4 bytes na linguagem C.
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6.2 Setup Experimental e Parâmetros do Modelo de Rede

Neural

Nesta seção, o levantamento dos parâmetros [46] do Modelo deRede Neural é apresen-

tado.

Para os experimentos, utilizou-se o cluster homogêneo do Instituto de Pesquisas da Ma-

rinha (IPqM) - Figura 1.3 - formado por11 nós Pentium 4HT de 2.6GHz cada processador e

com 11 Gb de RAM e rodando LINUX distribuição Kurumin 4.1 em todos os nós.

Experimentos foram realizados a fim de determinar os valoresdeymax, que é uma parâ-

metro diretamente relacionado à largura de banda da rede [45]. A Figura (6.1) apresenta os

resultados experimentais do tempo de transferência de tarefas (atraso de transferência) entre

nós em função do número de bytes.

A Tabela 6.1 apresenta os valores obtidos experimentalmente para o atraso de transferên-

cia em função do número de bytes. Um algoritmo foi criado e implementado em C e MPI

para determinar estes valores.

A Figura 6.2 apresenta o gráfico formado pelos valores da Tabela 6.1.

Para calcularmos a largura de banda da rede, vamos tomar o tempo utilizado para trans-

mitir 32768 bytes, que foi de 0,90 ms. Como oround-trip timeé o tempo necessário para

um pacote ir e voltar, então temos:

Largura (Mps)= 32768 × 8 bits/0, 45 × 10−3 ≈ 582 Mbps (6.1)

Esta informação será necessária para calcularmos o parâmetro ymax mais adiante que,

por sua vez, é utilizado na funçãouhsat(yi(t)) nas simulações.

Na implementação, a funçãouhsat(yi(t)) foi redefinida como:

uhlin(yi(t)) =







yi(t) se yi(t) > 0

0 se yi(t) ≤ 0
(6.2)

O parâmetroymax representa a taxa de redução máxima que poderá ser aplicada àfila.

Com uma tarefa de 4 bytes (32 bits/tarefa) a ser transmitida, oparâmetroymax é definido

por:
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N o Bytes h N o Bytes h

100 1,30µs 600 7,82µs
200 2,41µs 700 9,22µs
300 3,94µs 800 10,32µs
400 5,22µs 900 11,86µs
500 6,63µs 1000 12,89µs

Tabela 6.1: Atraso de transferênciah em função do número de bytes transferidos

ymax =
largura de banda máxima [bps]
tamanho da tarefa [bits/tarefa]

× tpi
(6.3)

Substituindo os valores em (6.3), temos:

ymax ≈
596 × 106

32
× 10 × 10−6 ≈ 167, 6 (6.4)

Ou seja, o limite máximo da função não-linearφ(yi(t)) = uhsat(yi(t) é de167, 6.

As subseções (6.2.1) e (6.2.2) apresentam maiores detalhesdas estimativas experimentais

realizadas.

6.2.1 Estimativa do Atraso na Rede Local do Cluster

Para realizar a caracterização do atraso na rede interna ao cluster do IPqM, foi imple-

mentado um programa na linguagem C com a biblioteca MPImpich-1.2.6o qual envia um

número pré-determinado de tarefas de um nó a outro. Utilizando a funçãoMPI_Wtimeno

início do loop que envia as tarefas, e realizando uma nova chamada após o término deste, é

possível avaliar o atraso de transferência médioh.

O teste foi realizado através da média das medidas de atraso de 1.000 pacotes de 100 a

1.000 bytes cada, entre as combinações de pares possíveis denós.

A Tabela 6.1 apresenta o atraso de transferência médioh em função da quantidade de

bytes a serem transferidos, e a Figura 6.2 apresenta o seu respectivo gráfico. Podemos notar

nesta figura que o atraso de transferência possui uma tendência linear.

O mesmo procedimento foi utilizado para encontrarmos o atraso de comunicação - pa-

râmetroτ . A mensagem típica contém o tamanho das filas de todos os nós dosistema, o

que significa que a mensagem carregan bytes (tipo inteiro) de informação. A medida do

parâmetroτ encontrada para os experimentos aqui presentes foiτ ≈ 0, 17µs (mensagem
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Figura 6.2: Atraso de transferênciah em função do número de bytes a serem transmitidos.

contendo a informação deq1(t), q2(t) e q3(t)).

6.2.2 Estimativa do Tempo Médio para processamento de uma tarefa

em um dado processador

Um dos parâmetros necessários noMB que necessita de determinação experimental é o

tempo médio para processamento de uma tarefa, outpi
.

Este parâmetro representa a capacidade de processamento deum determinado nó, ou

seja, quanto maior o parâmetrotpi
, menor a velocidade de processamento do i-ésimo nó. E

vice-versa.

Para realizar o levantamento experimental, um algoritmo foi monitorado a fim de verificar

o tempo necessário para que ele realizasse as operações necessárias sobre a tarefa, que é

elevar a matriz10 × 10 à um determinado expoente (tarefa).

O tempo médio de execução de uma tarefatpi
em função da variável é de aproximada-

mente9µs

O algoritmo foi executada1.000 vezes e a média calculada para obtermostpi
. Como os

três processadores são idênticos, o tempo médio de execuçãode cada um foi praticamente o
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Norma Definição

1 Maior soma por coluna da matrizΠ
2 Maior valor singular da matrizΠ

Infinita Maior soma por linha da matrizΠ

Tabela 6.2: Definição de normas de uma matriz quadradaΠ qualquer.

mesmo.

6.2.3 Implementação da Lei de Controle Discreta

Sendo um cluster um sistema naturalmente discreto e, em relação ao que já foi exposto

na subseção 2.2.3, é necessário utilizarmos a relação de transformação da matriz de ganhos

Ki para a matriz de ganhosKz a fim de implementar a lei de controle discreta 2.25.

Uma grande diferença entre o trabalho de CHIASSONet al. e o desta tese deve ser

destacado: Enquanto CHIASSONet al. realizaram um trabalho focado na modelagem de

um sistema discreto por um modelo contínuo, interessados emestudar os efeitos do atraso

e com menor foco em controle, esta tese foca na síntese de controladores sobre um modelo

contínuo para ser implementado em um modelo discreto, seguindo o caminho inverso dos

autores.

Isto significa que CHIASSONet al. executavam um experimento para um determinado

valor de ganhoKz, mediam os tempos∆ti e, a partir da média destes tempos, encontravam

um ganhoKi pela equação 2.25 e o utilizam para realizar as simulações.

O caminho inverso demonstrou-se bem mais desafiador pois, uma vez que tenhamos

determinado os ganhosKij, a discretização auxiliada pela relação 2.25 depende do tempo

∆ti, o qual, por sua vez, depende do próprio ganho, recaindo assim em uma equação aberta.

Para solucionar este problema, voltou-se a atenção sobre o significado do ganhoKz variar

no intervalo de(0, 1). Um ganhoKz = 0, 7 significa na prática que70% do excesso de tarefas

será removida da fila e transferida para os outros nós.

Desta forma, a fim de manter a coerência deKz, a divisão de cada elemento da matriz

de ganhos não-diagonalK por diversas normas de matrizes foram experimentadas, a fim de

verificar a que dava melhores resultados. A Tabela 6.2 apresenta as normas testadas.

Outra tentativa foi a de dividir cada elemento do i-ésima linha pela soma dos módulos dos

elementos da própria linha. Ao final de vários testes, a norma2 mostrou-se a mais adequada.
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Desta maneira, a matriz de ganhosK1
[04] (5.61) toma a seguinte forma:

K
1

[04] =
K1

[04]

||K1
[04]||2

=








0, 8813 −0, 1187 −0, 1187

−0, 1187 0, 8813 −0, 1187

−0, 1187 −0, 1187 0, 8813








(6.5)

ondeK
1

[04] é a matrizK1
[04] após ter sido normalizada.

6.3 Experimentos em um Cluster Homogêneo

Para demonstrar a eficácia da metodologia sistemática para asíntese de controladores

para o problema de balanceamento de carga no caso homogêneo,foi utilizado o cluster do

Instituto de Pesquisas da Marinha(IPqM) para a realização de diversos experimentos. Os

experimentos foram numerados em ordem seqüencial e o objetivo de cada um é apresentado

no início da cada subseção.

6.3.1 Experimento [01]: Desempenho com a matriz de ganhos diagonal

O objetivo deste experimento é o de verificar se o modelo (2.1)representa de forma

adequada, dentro de determinados limites, o problema de balanceamento de carga entre pro-

cessadores.

Para alcançarmos este objetivo, vamos apresentar algumas simulações, bem como os

respectivos resultados experimentais, de um processo de balanceamento de carga entre três

nós em um cluster homogêneo para valores deKz iguais a 0,8, 0,9 e 1,0.

Em relação à simulação, o procedimento adotado pode ser enumerado da seguinte forma:

1. Escolher um valor paraKz;

2. Inserir este valor no algoritmo de balanceamento de cargae executar no cluster;

3. Gravar em arquivo o atraso de transferênciahi(t) e o intervalo de balanceamento de

carga∆ti(t) utilizado por cada nó, e a cada execução do algoritmo até que osistema

tenha atingido um critério de parada;

4. Calcular as médias dehi e∆ti do arquivo;
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5. Calcular os ganhosKi conforme a relação (2.25);

6. Inserir os valores médios dehi e∆ti na simulação e executar.

As Figuras 6.3 e 6.5 mostram os resultados experimentais para alguns valores escolhidos

deKz. É possível notar que à medida que aumentamos o valor do ganhoKz, o sistema vai

tornando-se mais rápido, porém mais oscilatório. ParaKz = 1, 0 - Figura 6.5, por exemplo,

o sistema torna-se bastante oscilatório.

Diferentemente do capítulo 5 onde os gráficos destacados eram o do erroy(t), neste

capítulo será dado maior ênfase ao gráficos na variável x (tempo de espera estimado) por

este apresentar a informação do valor do ponto de equilíbrioa variávelx(t). Este ponto de

equilíbrio é o tempo de espera estimado que uma tarefa que esteja chegando à uma das filas,

deverá esperar para ter o seu processamento iniciado.

Para a simulação apresentada no gráfico 6.3c, temos que∆t médio é 0,48 ms, obtido

através do experimento [01] paraKz = 0, 8. Com isto, temos:

Ki = 0, 8/0, 48ms = 1667, 7, i = 1, 2, . . . , n (6.6)

Em seguida, utilizou-se a matriz de ganhosK como sendo:

K =








1667, 7 0 0

0 1667, 7 0

0 0 1667, 7








(6.7)

O mesmo procedimento foi adotado na simulações para outros valore deKz.

A Tabela 6.3 fornece a informação à respeito do Maximum Overshoot, Maximum Overshoot

Instant e Settling Time em cada um dos resultados experimentais.

Simulação Experimental
Kz Mp Mt ts Mp Mt ts
0,8 0,4181 1,21ms 8,1ms 0,4800 1,0ms 16,0ms
0,9 0,4144 1,20ms 6,4ms 0,4900 1,0ms 13,0ms
1,0 0,4109 1,18ms 6,3ms 0,5000 1,0ms 12,0ms

Tabela 6.3: Parâmetros de desempenho para o experimento [01].

As Figuras 6.3 e 6.5 apresentam os resultados experimentaise simulados para valores
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de 0,8 a 1,0 deKz. Na Figura, é possível verificar que os sistema vai tornando-se mais

oscilatório conformeKz vai aumentando.

Na Figura 6.3, o gráfico 6.3c apresenta uma diferença de amplitude do experimento para

a simulação. Esta diferença pode ser explicada pelo fato do gráfico 6.3c apresentar um

vale em sua amplitude (0,5ms) (lembrando queh médio utilizado foi de 0,5ms) antes do

pico (1,2ms). Este vale é devido ao efeito do atraso e é, na verdade, o primeiro ciclo de

bursting. O gráfico 6.3a, não apresenta este vale pois como o algoritmo foi implementado

com comunicação síncrona, os efeitos do bursting não aparece. A medida que o ganho

vai aumentando, os efeitos vão aumentando também, tornandoa amplitude das curvas mais

distantes dos resultados experimentais, porém, sem invalidar a tendência delas - Figura 6.4.

Outro fato responsável pelas diferenças entre simulações eexperimentos é o de que as

tarefas são consideradas como algo contínuo no modelo (2.1)e não quantizado como no

problema real, onde cada tarefa possui um tamanho fixo dado embytes.

De uma forma geral, os resultados experimentais estão de acordo com os resultados

teóricos, corroborando assim os resultados apresentados em [45].
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Figura 6.3: Experiência [01]: O gráfico (a) apresenta o tempode espera estimado paraKz =
0, 9 e o gráfico (b) apresenta a respectiva simulação comh médio de532µs e ∆t médio de
0,35ms.
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Figura 6.4: Experiência [01]: Ampliação de parte da Figura 6.3 detalhando a troca simulada
de tarefas entre os nós 1 e 2 paraKz = 0, 9.
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Figura 6.5: Experiência [01]: Resposta do modelo (2.1) - Tempo de espera estimado para
Kz = 1, 0.
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6.3.2 Experimento [02]: Desempenho com a matriz de ganhos dada

pela síntese por função custo quadrático

O objetivo deste experimento é o de apresentar os resultadosobtidos quando utilizado a

matriz de ganhosK[04] (5.61) sob as mesmas condições do experimento anterior, validando

assim a metodologia proposta nesta tese.

Reescrevendo a matriz de ganhosK[04] aqui por conveniência, temos:

K[04] =








3415, 6 −460, 1 −460, 1

−460, 1 3415, 6 −460, 1

−460, 1 −460, 1 3415, 6








(6.8)

Normalizando a matriz, temos:

K [04] =
K[04]

||K[04]||2
=








0, 8813 −0, 1187 −0, 1187

−0, 1187 0, 8813 −0, 1187

−0, 1187 −0, 1187 0, 8813








(6.9)

A simulação neste experimento, ao contrário da subseção anterior, foi realizada antes do

experimento, utilizando para isto os dados experimentais obtidos previamente no setup do

ambiente computacional. Para esta simulação, utilizou-seum atraso de transferência médio

de481µs e tp1
= tp2

= tp3
= 9µs.

A Figura 6.6 apresenta os resultados experimentais e simulado para o experimento [02].

Podemos verificar que os resultados experimentais apresentam melhoria no desempenho re-

duzindo as oscilações. Apesar do Maximum Overshoot ter aumentado em relação ao expe-

rimento [01] comKz = 1, 0 (Mp = 0, 4141 no gráfico 6.6a), as oscilações foram reduzidas

e o settling time obtido é dets = 4ms.

Isto comprova que os ganhos fora da diagonal principal da matriz de ganhosK podem

contribuir para a melhoria do desempenho.
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Figura 6.6: Experiência [02]: O gráfico (a) apresenta o tempode espera estimado paraK [04]

e o gráfico (b) apresenta a respectiva simulação paraK[04] comh médio de481µs.
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6.4 Experimentos em um Cluster Heterogêneo

Nesta seção, será demonstrado os experimentos realizados em um cluster heterogêneo.

Para realizar os experimentos, o segundo e o terceiro nó foram substituídos por placas padrão

PC-104 devido à disponibilidade no Instituto de Pesquisas daMarinha. Os modelos utiliza-

dos foram a Jaguar(Processador Intel Pentium III de 800MHz com 128Mb de memória) e a

Bobcat (Processador Intel 586 de 133MHz com 128Mb de memória), ambas da Versalogic

Corporation.

6.4.1 Experimento [03]

O objetivo deste experimento é o de apresentar os resultadosobtidos para a execução

do programa LoadBalancer para o caso heterogêneo. Novamente, os resultados obtidos

utilizando-se uma matriz de ganhos diagonal e uma matriz de ganhos não diagonal são apre-

sentados.

A determinação dos parâmetrostpi
foi refeita pois as placas padrão PC-104 possuem

freqüência de clock diferentes. Os valores medidos foram, aproximadamente,tp1
= 9µs,

tp2
= 65µs e tp3

= 93µs.

Para os resultados apresentados na Figura 6.7, temos que o ganho discretoKz utilizado

foi Kz = 0, 8 (resultado experimental) e a partir daí o∆t médio medido experimentalmente

foi de aproximadamente 0,82 ms. Para calcularmos os ganhos para simulação, utilizou-se a

seguinte forma:

Ki = 0, 8/0, 82ms = 975, 6, i = 1, 2, . . . , n (6.10)

Em seguida, utilizou-se a matriz de ganhosK1
[03] como sendo:

K1
[03] =








975, 6 0 0

0 975, 6 0

0 0 975, 6








(6.11)

A Figura 6.7a apresenta o resultado experimental paraKz = 0, 8 e a Figura 6.7b apre-

senta a sua respectiva simulação. O settling time medido na Figura 6.7a é de 17ms.

Utilizando os parâmetrosε = 10−14, Γ = diag(10−10) eΩ = diag(15×10−10), a solução
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do problema dado pela Definição 5.3 fornece a seguinte matrizde ganhosK2
[03]:

K2
[03] =








747, 2 −861, 9 −440, 0

−876, 4 6247, 2 −714, 3

−447, 4 −714, 5 6366, 5








(6.12)

A Figura 6.8 apresenta o resultado experimental e simulado para a matriz de ganhos

normalizadaK
2

[03]. O settling time para o gráfico 6.8b é 7,2ms.

Para mostrar que os elementos fora da diagonal principal auxiliam na melhora do desem-

penho também para o caso heterogêneo, a Figura 6.9 apresentao resultado experimental e

simulado para a matrizK2
[03] com os elementos fora da diagonal principal nulos. Compa-

rando a Figura 6.8 com a Figura 6.9, é possível verificar que existe uma diferença acentuada

entre os gráficos 6.8b e 6.9b. O settling time no gráfico 6.9b é 8,8ms.

Apesar da diferença entre os resultados experimentais e seus respectivos resultados si-

mulados, a comparação entre as Figuras 6.8a e 6.9a corroboram a observação anterior, mos-

trando que a proposta de um controlador com uma matriz de ganhos não-diagonal resulta em

melhor desempenho no problema de balanceamento de carga.
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Figura 6.7: Experiência [03]: O gráfico (a) apresenta o tempode espera estimado paraK1
[03] e

o gráfico (b) apresenta a respectiva simulação comhmédio de481µs e∆t médio de 0,82ms.
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Figura 6.8: Experiência [03]: O gráfico (a) apresenta o tempode espera estimado paraK [04] e
o gráfico (b) apresenta a respectiva simulação comhmédio de481µs e∆t médio de 0,28ms.
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Figura 6.9: Experiência [03]: O gráfico (a) apresenta o tempode espera estimado paraK [04] e
o gráfico (b) apresenta a respectiva simulação comhmédio de481µs e∆t médio de 0,28ms.
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6.5 Análise dos Resultados

Através das simulações e resultados experimentais, podemos verificar que aumentando

os ganhos o sistema torna-se mais rápido, porém mais oscilatório também.

Um outro fator que agrava as oscilações é a dependência do atraso em função do número

de tarefas a serem transmitidas. Como conseqüência, o algoritmo de balanceamento de carga

é fortemente influenciado pela quantidade de carga. Por exemplo, se o desequilíbrio de carga

for muito grande em algum momento, pode ser tentador distribuir a maior quantidade de

tarefas possível para balancear o sistema rapidamente. Porém, como a largura de banda

da rede é finita, existe aqui um ponto de inflexão onde uma maiorquantidade de carga a

ser distribuída leva mais tempo para alcançar o nó de destinoe, desta forma, aumentando o

tempo de processamento computacional. Tais resultados estão condizentes com os resultados

encontrados por CHIASSONet. al. [33, 45, 46].

Outro item observado durante os experimentos é que as oscilações são maiores para

tarefas com uma número maior de bytes. Durante os primeiros experimentos, adotou-se

uma tarefa como tendo 400 bytes (era a própria matriz e não o expoente). A redução do

tamanho da tarefa de 400 bytes para 4 bytes permitiu obter oscilações menores durante os

experimentos.

Como explicado no quinto parágrafo da subseção 6.2.3, é fácilimaginar que é possível

obter o melhor desempenho para o balanceamento de carga fazendo com queKz = 0, 9, ou

até mesmoKz = 1, 0. Isto deve remover o maior número possível de tarefas excedentes

da fila e redistribuí-las. Isto seria verdade se a rede possuísse largura de banda infinita,

fazendo com que o atraso de transferência fosse nulo. Na verdade, para grandes valores do

ganho discretoKz, o atraso acaba reduzindo o desempenho, principalmente quando o atraso

é grande e não são homogêneos.

Em [45], é mostrado que as melhores escolhas para a matriz de ganhosKz, quando

aplicado à grids, varia entre 0,5 e 0,6. Para cluster, este valor é de cerca de 0,7 a 0,8.

A parti daí, o efeito de bursting ou ringing como é chamado porGHANEM [45], torna a

convergência imprevisível.
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6.6 Resumo do Capítulo

Neste capítulo, uma introdução à arquitetura de implementação, processos concorrentes

(threads), a biblioteca MPI e o seu papel na implementação doalgoritmo de balanceamento

de carga. Em seguida, o setup experimental e a medida dos parâmetros experimentais foram

apresentados.

A discretização da lei de controle para o caso da matriz de ganhosK não-diagonal foi

apresentada e experimentos para o cluster homogêneo foram apresentados, primeiro para

validar a metodologia publicada em CHIASSONet al. [33], e em segundo para validar a

metodologia proposta nesta tese.

No caso da metodologia proposta por CHIASSONet al. [33], iniciou-se primeiro com

o experimento para um determinado valor deKz, gravando em arquivo e a cada iteração, os

valores do intervalo de tempo entre sucessivas execuções dobalanceamento de carga. A par-

tir deste dado, e da estimativa de um h médio, os ganhosKi foram encontrados e substituídos

na simulação. Esta forma de realizar a simulação resultou emsimulações mais fidedignas,

já que o programa de balanceamento de carga desenvolvido (LoadBalancer) possui comuni-

cação síncrona e não é possível estipular intervalos de tempo fixo para cada execução dele e

em cada um dos nós, em outras palavras, o programa não é em tempo real.

A substituição de dois nós do cluster por placas padrão PC-104mostraram-se boas op-

ções devido à disponibilidade destas, facilidade no manuseio e compatibilidade com o sis-

tema operacional LINUX instalados no cluster, não necessitando de praticamente nenhuma

reconfiguração.

Experimentos para o caso homogêneo e heterogêneo foram apresentados e comparados a

exemplos para matrizes de ganho diagonal, validando o resultado teórico apresentado nesta

tese.
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Capítulo 7

Conclusões e Trabalhos Futuros

Este trabalho teve por objetivo criar uma metodologia para determinar-se os melhores

ganhos para o problema do balanceamento de carga em clustersheterogêneos, explorando e

preenchendo uma lacuna nos artigos publicados por CHIASSONet al. [30, 33, 45, 90], o da

síntese de controladores.

Nesta tese foram apresentados dois modelos matemáticos para o problema do balance-

amento de carga entre processadores heterogêneos e suas similaridades com um terceiro

modelo, o de rede neurais com atraso.

Através de uma mudanças de variáveis, foi mostrado que é possível transformar o modelo

(2.1) publicado por CHIASSONet al. em um caso particular de uma rede neural de Hopfield

com atraso e, a partir daí, utilizar a teoria de redes neuraispara garantir a estabilidade e

convergência na forma de uma LMI. Baseado nos trabalhos de SINGH [54, 70], um função

de Lyapunov foi proposta e um critério de estabilidade para omodelo (3.30), na forma de

uma LMI (5.21), foi obtido.

Diferentes versões foram analisadas, buscando-se aumentar o conhecimento e o compor-

tamento do modelo (2.1), e uma função de custo quadrática foiutilizada de forma a garantir

desempenho. Tal função foi expressa na forma de uma segunda LMI (5.55).

A solução numérica de ambas as LMIs, simultaneamente, permite encontrar a matriz de

ganhosK (5.20).

Simulações e resultados experimentais puderam comprovar aeficácia do método pro-

posto nesta tese.

Dentre as contribuições geradas pelo presente trabalho, podem ser mencionadas:
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1. Formulação do problema de balanceamento de carga como um caso particular de uma

rede neural com controles;

2. Melhoria no desempenho do processo de balanceamento de carga incluindo redução

do efeito do bursting ou ringing;

3. Proposta de uma metodologia para síntese de controladores para o problema de balan-

ceamento de carga;

4. Prova de estabilidade para a classe de sistemas Persidskii com atraso;

5. Abordagem computacional eficiente do problema de balanceamento de através do uso

de LMI e do Método dos Pontos Interiores;

6. Extensão do modelo (2.1) utilizando uma matriz de ganhosK não-diagonal;

7.1 Trabalhos Futuros

Alguns tópicos que merecem investigação posterior e futuras pesquisas são:

1. Uso de uma função de custo quadrática que inclua o atraso detransferência, visando

adequar esses resultados ao modelo, quando os atrasos tiverem valores significativos;

2. Transformação do problema de viabilidade da Definição (5.3) em um problema de

otimização, a fim de eliminar o passo de ajustes nas matrizesΩ eΓ;

3. A busca de modificações no problema dado pela Definição (5.3) de forma que os ele-

mentos da matriz de ganhosK já estivessem contidos no intervalo0 < Kzi
< 1

contornaria o o passo de normalização da matriz de ganhosK;

4. Paralelização do Método dos Pontos Interiores, aumentando o speed-upda solução

numérica do problema;

5. Incluir no modelo os atrasos de comunicãção (τij) que foram desconsiderados neste

trabalho;

6. Considerar atrasos não-homogêneos (hij) para o caso dos grids;
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7. Utilizar modelo de balanceamento de carga simultaneamente ao processamento de ta-

refas (caso dos processadores com tecnologiaHyper-Threading;

8. Investigar a descentralização do modelo através do particionamento do cluster em sub-

clusters e avaliar o desempenho;

9. Testes extensivos em outros ambientes computacionais.
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Apêndice A

Prova de Conservação do Número Total

de Tarefas

Conforme dito anteriormente no capítulo 2, na subseção 2.2.1, a proposição desta tese em

utilizarmos uma matriz de ganhos mais geral necessita de umaanálise quanto à conservação

do número total de tarefas. Para isto, vamos analisar a conservação para o cason = 2. Em se-

guida, faremos a mesma análise na forma matricial visando facilitar o entendimento. Depois

a análise da conservação na forma matricial será realizada paran = 3, onde aproveitaremos

para verificar a possibilidade de termos duas matrizes de ganho diferentes no modeloMRN

(3.30),K eKτ . O interesse em duas matrizes de ganhos diferentes é flexibilizar a ação de

controle, aumentando o grau de liberdade dos controladores.

Por fim, estenderemos a mesma análise para o cason qualquer e concluiremos que a

conservação sempre se mantém.

Seja o modelo dado em (2.1) paran = 2:







ẋ1(t) =

ẋ2(t) =

−K11φ(y1(t)) + p
tp1

tp2

K22φ(y2(t− h))

−K22φ(y2(t)) + p
tp2

tp1

K11φ(y1(t− h))
(A.1)

Dividindo a primeira equação de (A.1) portp1
e a segunda equação de de (A.1) portp2

,

teremos as equações dinâmicas do tamanho das filas dada em número de tarefas:
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q̇1(t) = −
K11

tp1

φ(y1(t))

︸ ︷︷ ︸

B1

+ p
K22

tp2

φ(y2(t− h))

︸ ︷︷ ︸

A4

q̇2(t) = −
K22

tp2

φ(y2(t))

︸ ︷︷ ︸

A1

+ p
K11

tp1

φ(y1(t− h))

︸ ︷︷ ︸

B4

(A.2)

ondeq1(t) e q2(t) correspondem ao número de tarefas nas filas 1 e 2, respectivamente.

Segundo Chiasson [33, 65] o modelo dinâmico do comprimento das filas na rede é dado

por:

q̇neti(t) = −
n∑

j=1

pij

tpj

Kjjφ(yj(t− h)) +
n∑

j=1

pij

tpj

Kjjφ(yj(t)) (A.3)

Utilizando a equação acima para o exemplo, temos as equaçõesdinâmicas das filas na

rede:

q̇net1(t) = − p
K22

tp2

φ(y2(t− h))

︸ ︷︷ ︸

A3

+ p
K22

tp2

φ(y2(t))

︸ ︷︷ ︸

A2

q̇net2(t) = − p
K11

tp1

φ(y1(t− h))

︸ ︷︷ ︸

B3

+ p
K11

tp1

φ(y1(t))

︸ ︷︷ ︸

B2

(A.4)

A equação (A.3) nos diz queqneti é o número de tarefas inseridas na rede com destino ao

i-ésimonó, ou seja, o j-ésimo nó está inserindo tarefas na rede com destino aoi-ésimonó na

taxa de(pijtpi
/tpj

Kjjφ(yj(t))), enquanto oi-ésimonó está retirando estas mesmas tarefas

da rede a uma taxa de(pijtpi
/tpj

Kjjφ(yj(t − h))). De uma forma mais simples: Tudo o

que entra em direção aoi-ésimonó, será retirado por este mesmo nó com um atraso deh

segundos. Este é o modelo dinâmico da rede.

As funçõesφ(yi(t)) eφ(yi(t− h)) atuam como chaves “liga-desliga”, selecionando que

termos serão utilizados para ceder e que termos serão utilizados para receber.

A figura (A.1) ilustra a troca de tarefas entre as equações (A.2) e (A.4) para o caso onde

q2(t) > q1(t). A troca poderá ser acompanhada pela seqüência de termosA1 → A2 → A3 →

A4, quandoq2(t) > q1(t), e pela seqüênciaB1 → B2 → B3 → B4, quandoq1(t) > q2(t).
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6

66

6

q1 q2

qnet1 qnet2

q̇1(t) = K22

tp2

φ(y2(t − h))

q̇1(t) = 0

q̇2(t) = 0

q̇2(t) = K22

tp2

φ(y2(t))�

Inicialmente,q2(t) > q1(t), logoφ(y2(t)) <> 0 eφ(y1(t)) = 0

Figura A.1: Diagrama do balanceamento de carga entre dois nós com atraso

Neste contexto, associaremos a palavra “ceder” a um termo negativo, enquanto a palavra

“receber” será associada a um termo positivo.

Segundo Chiasson [65], para que haja conservação do número total de tarefas, é neces-

sário e suficiente que a seguinte restrição seja atendida:

n∑

i=1

(q̇i(t) + q̇neti(t)) = 0 (A.5)

Logo, de (A.5), a conservação de tarefas corresponde a uma soma de parcelas carregando

seus respectivos sinais. E lembrando quep = 1 para este caso, temos:

(A1 + A2) + (A3 + A4) + (B1 +B2) + (B3 +B4) = 0 (A.6)

Substituindo as parcelasA1, . . . , A4 eB1, . . . , B4, definidas nas equações (A.2) e (A.4),

podemos verificar que a soma realmente se anula, mostrando o princípio de funcionamento

da troca e da conservação de tarefas no modelo de CHIASSONet al. [65].

No entanto, seria interessante repetirmos esta mesma análise na forma matricial. Isto
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ajuda na análise do caso paran qualquer.

Colocando (A.1) na forma matricial, teremos:




ẋ1(t)

ẋ2(t)



 = −




K11 0

0 K22








φ(y1(t))

φ(y2(t))



+

+




0 p

tp1

tp2

p
tp2

tp1

0








K11 0

0 K22








φ(y1(t− h))

φ(y2(t− h))



 (A.7)

Multiplicando os dois termos da equação (A.7) à esquerda por

Υ2 =





1
tp1

0

0 1
tp2



 (A.8)

temos a taxa de variação da quantidade de tarefas em cada uma das filas, já quexi(t)/tpi
=

qi(t).




q̇1(t)

q̇2(t)



 = −





1
tp1

0

0 1
tp2








K11 0

0 K22








φ(y1(t))

φ(y2(t))



+

+




0 p 1

tp2

p 1
tp1

0








K11 0

0 K22








φ(y1(t− h))

φ(y2(t− h))



 (A.9)

O primeiro termo da equação (A.9) é subtraído do segundo termo, significando “cessão”

de tarefas e “recepção” de tarefas, respectivamente.

Reescrevendo a equação (A.4) na forma matricial, teremos:




q̇net1(t)

q̇net2(t)



 =




0 p 1

tp2

p 1
tp1

0








K11 0

0 K22








φ(y1(t))

φ(y2(t))



+

−




0 p 1

tp2

p 1
tp1

0








K11 0

0 K22








φ(y1(t− h))

φ(y2(t− h))



 (A.10)

Para haver conservação de tarefas, é necessário que a equação (A.5) seja satisfeita. Para

isto, a soma das equações de (A.9) e das equações de (A.10) deve ser nula.
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Podemos notar que o termo com atraso de (A.9) se cancelará como termo com atraso de

(A.10) pois elas são iguais e com sinais diferentes.

Logo, apenas os termos sem atraso contribuem para a soma:

2∑

i=1

(q̇i(t) + q̇neti(t)) =








0 1

tp2

1
tp1

0



−





1
tp1

0

0 1
tp2












K11 0

0 K22








φ(y1(t))

φ(y2(t))





(A.11)

2∑

i=1

(q̇i(t) + q̇neti(t)) =




− 1

tp1

1
tp2

1
tp1

− 1
tp2








K11 0

0 K22








φ(y1(t))

φ(y2(t))



 (A.12)

Efetuando os produtos matriciais em (A.18), temos:

∑

(q̇(t) + q̇net(t)) =




−K11

tp1

φ(y1(t)) + K22

tp2

φ(y2(t))

K11

tp1

φ(y1(t)) −
K22

tp2

φ(y2(t))



 (A.13)

A soma das duas componentes do vetor acima é nula, mostrando que há conservação de

tarefas.

Propondo duas novas matrizes genéricas de ganho no lugar da matriz de ganhos diagonal,

K eKτ , e substituindo-as na equação (A.7), teremos o novo modelo simplificado na forma

matricial:




ẋ1(t)

ẋ2(t)



 = −




K11 K12

K21 K22








φ(y1(t))

φ(y2(t))



+

+




0 p

tp1

tp2

p
tp2

tp1

0








Kτ

11 Kτ
12

Kτ
21 Kτ

22








φ(y1(t− h))

φ(y2(t− h))



 (A.14)

Vamos verificar se:

1. Se a conservação de tarefas ainda se mantém para uma matrizde ganhos não-diagonal;

2. Se a utilização de duas matrizes de ganhosK eKτ ainda permite a conservação de

tarefas.
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Caso um item ou mais se mostre verdadeiro, isto ajudará na síntese de controladores

menos restritivos.

Multiplicando a equação (A.14) à esquerda pela matriz (A.8), teremos a taxa de variação

do comprimento das filas:




q̇1(t)

q̇2(t)



 = −





1
tp1

0

0 1
tp2








K11 K12

K21 K22








φ(y1(t))

φ(y2(t))



+

+




0 p 1

tp2

p 1
tp1

0








Kτ

11 Kτ
12

Kτ
21 Kτ

22








φ(y1(t− h))

φ(y2(t− h))



 (A.15)

O modelo de filas na rede é obtido substituindo-seK eKτ na equação (A.10), obtendo:




q̇net1(t)

q̇net2(t)



 =




0 p 1

tp2

p 1
tp1

0








K11 K12

K21 K22








φ(y1(t))

φ(y2(t))



+

−




0 p 1

tp2

p 1
tp1

0








Kτ

11 Kτ
12

Kτ
21 Kτ

22








φ(y1(t− h))

φ(y2(t− h))



 (A.16)

Podemos verificar que, para que a restrição (A.5) seja satisfeita e, de acordo com a figura,

é necessário que o termo positivo da equação (A.16) torne-seo termo negativo dela mesmo

apósh segundos (ou seja, o que entra na fila da rede, deverá ser o mesmo que sai defasado

deh segundos no tempo).

Desta forma, se entrarmos com um valor multiplicado porK na rede, deverá sairK e

nãoKτ , violando com isto a equação (A.5).

Logo, para mantermos a conservação de tarefas, é necessárioprimeiro queK = Kτ , ou

seja, o segundo item da lista não se verifica.

Já o primeiro item da lista é possível, pois a equação (A.16) torna-se:
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q̇net1(t)

q̇net2(t)



 =




0 p 1

tp2

p 1
tp1

0








K11 K12

K21 K22








φ(y1(t))

φ(y2(t))



+

−




0 p 1

tp2

p 1
tp1

0








K11 K12

K21 K22








φ(y1(t− h))

φ(y2(t− h))



 (A.17)

que, ao ser somada à equação (A.14), já comK = Kτ , resulta em

∑

(q̇(t) + q̇net(t)) =




− 1

tp1

1
tp2

1
tp1

− 1
tp2








K11 K12

K21 K22








φ(y1(t))

φ(y2(t))



 = 0 (A.18)

Efetuando as multiplicações matriciais acima, temos:

∑

(q̇(t) + q̇net(t)) =




(−K11

tp1

+ K21

tp2

)φ(y1(t)) + (−K12

tp1

+ K22

tp2

)φ(y2(t))

(K11

tp1

− K21

tp2

)φ(y1(t)) + (K12

tp1

− K22

tp2

)φ(y2(t))



 (A.19)

Somando as duas linhas, do vetor acima, o resultado é nulo, o que nos mostra que ainda

há conservação para uma matrizK genérica.

Vamos analisar a proposta para o caso onden = 3, a fim de generalizar paran qualquer.

Desenvolvendo o modelo base (3.1) paran = 3 e colocando-o já na forma matricial,

teremos:

ẋ(t) = −








K11 K12 K13

K21 K22 K23

K31 K32 K33







φ(y(t)) +

+








0 p
tp1

tp2

tp1

tp3

p
tp2

tp1

0 p
tp2

tp3

p
tp3

tp1

p
tp3

tp2

0















K11 K12 K13

K21 K22 K23

K31 K32 K33







φ(y(t− h)) (A.20)

Multiplicando a equação (A.20) acima porΥ3 = diag(1/tp1
, 1/tp2

, 1/tp3
):
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q̇(t) = −








1
tp1

0 0

0 1
tp2

0

0 0 1
tp3















K11 K12 K13

K21 K22 K23

K31 K32 K33







φ(y(t)) +

+








0 p 1
tp2

p 1
tp3

p 1
tp1

0 p 1
tp3

p 1
tp1

p 1
tp2

0















K11 K12 K13

K21 K22 K23

K31 K32 K33







φ(y(t− h)) (A.21)

As equações dinâmicas das filas na rede são dadas por:

q̇net(t) =








0 p 1
tp2

p 1
tp3

p 1
tp1

0 p 1
tp3

p 1
tp1

p 1
tp2

0















K11 K12 K13

K21 K22 K23

K31 K32 K33







φ(y(t)) +

−








0 p 1
tp2

p 1
tp3

p 1
tp1

0 p 1
tp3

p 1
tp1

p 1
tp2

0















K11 K12 K13

K21 K22 K23

K31 K32 K33







φ(y(t− h)) (A.22)

A soma deq̇(t) e q̇net(t) resume-se a:

∑

(q̇(t) + q̇net(t)) =








− 1
tp1

p 1
tp2

p 1
tp3

p 1
tp1

− 1
tp2

p 1
tp3

p 1
tp1

p 1
tp2

− 1
tp3















K11 K12 K13

K21 K22 K23

K31 K32 K33







φ(y(t)) (A.23)

Como neste caso,p = 0, 5, então a soma acima também é nula, o que prova a conservação

de tarefas.

Podemos, por indução a partir daí, generalizar para umn qualquer.
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ẋ(t) = −











K11 K12 · · · K1n

K21 K22 · · · K2n

...
...

. . .
...

Kn1 Kn2 · · · Knn











φ(y(t)) +

+











0 p
tp1

tp2

· · ·
tp1

tpn

p
tp2

tp1

0 · · · p
tp2

tpn

...
...

. ..
...

p tpn

tp1

p tpn

tp2

· · · 0





















K11 K12 · · · K1n

K21 K22 · · · K2n

...
...

. ..
...

Kn1 Kn2 · · · Knn











φ(y(t− h))(A.24)

Multiplicando a equação (A.24) acima porΥn = diag(1/tp1
, 1/tp2

, . . . , 1/tpn
):

q̇(t) = −











1
tp1

0 · · · 0

0 1
tp2

· · · 0
...

...
. . .

...

0 0 0 1
tpn





















K11 K12 · · · K1n

K21 K22 · · · K2n

...
...

. . .
...

Kn1 Kn2 · · · Knn











φ(y(t)) +

+











0 p 1
tp2

· · · 1
tpn

p 1
tp1

0 · · · p 1
tpn

...
...

. . .
...

p 1
tp1

p 1
tp2

· · · 0





















K11 K12 · · · K1n

K21 K22 · · · K2n

...
...

. ..
...

Kn1 Kn2 · · · Knn











φ(y(t− h))(A.25)

As equações dinâmicas das filas na rede é dada por:
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q̇net(t) =











0 p 1
tp2

· · · 1
tpn

p 1
tp1

0 · · · p 1
tpn

...
...

. ..
...

p 1
tp1

p 1
tp2

· · · 0





















K11 K12 · · · K1n

K21 K22 · · · K2n

...
...

.. .
...

Kn1 Kn2 · · · Knn











φ(y(t)) +

−











0 p 1
tp2

· · · 1
tpn

p 1
tp1

0 · · · p 1
tpn

...
...

. . .
...

p 1
tp1

p 1
tp2

· · · 0





















K11 K12 · · · K1n

K21 K22 · · · K2n

...
...

. . .
...

Kn1 Kn2 · · · Knn











φ(y(t− h))(A.26)

Somando as equações (A.25) e (A.26), de acordo com a equação (A.5), teremos:

∑

(q̇(t) + q̇net(t)) =











− 1
tp1

p 1
tp2

· · · p 1
tpn

p 1
tp1

− 1
tp2

· · · p 1
tpn

...
...

. . .
...

p 1
tp1

p 1
tp2

· · · − 1
tpn





















K11 K12 · · · K1n

K21 K22 · · · K2n

...
...

.. .
...

Kn1 Kn2 · · · Knn











φ(y(t))

(A.27)

Se multiplicarmos a matriz de ganhosK pela função vetorialφ(y(t)), teremos que os

vetoresφ(y(t)) serão os coeficientes de combinações lineares da matrizK:











ϕ1(K,φ)

ϕ2(K,φ)
...

ϕn(K,φ)











=











∑n

i=1K1iφ(yi(t))
∑n

i=1K2iφ(yi(t))
...

∑n

i=1Kniφ(yi(t))











(A.28)

Substituindo a equação matricial (A.28) em (A.27), teremos:

∑

(q̇(t) + q̇net(t)) =











− 1
tp1

p 1
tp2

· · · p 1
tpn

p 1
tp1

− 1
tp2

· · · p 1
tpn

...
...

. . .
...

p 1
tp1

p 1
tp2

· · · − 1
tpn





















ϕ1(K,φ)

ϕ2(K,φ)
...

ϕn(K,φ)











(A.29)

Multiplicando a matriz quadrada pelo vetorϕ(K,φ), temos:
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∑

(q̇(t) + q̇net(t)) =











− 1
tp1

ϕ1 + p 1
tp2

ϕ2 + · · · + p 1
tpn
ϕn

p 1
tp1

ϕ1 + − 1
tp2

ϕ2 + · · · + p 1
tpn
ϕn

...

p 1
tp1

ϕ1 + p 1
tp2

ϕ2 + · · · + − 1
tpn
ϕn











(A.30)

Como devemos somar as componentes dos vetoresq(t) eqnet, isto significa que devemos

somar as componentes do vetor acima. Lembrando quep = 1/(n− 1) e, por conseqüência,
∑n−1

i=1 p = 1, então a soma é nula, provando assim que há conservação de tarefas para uma

ordemn qualquer.

Podemos observar também que aconservação do número total de tarefasindepende das

funções não-lineares.
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Apêndice B

Algoritmos Genéticos

Algoritmos Genéticos são métodos de otimização heurísticos baseados no sucesso do

processo da evolução biológica das espécies através dos mecanismos de seleção natural,

recombinação genética e de mutação [91].

Na natureza, os indivíduos de uma mesma espécie são forçadosa competir por recursos

limitados, tais como alimento, espaço e parceiros. Em geral, os indivíduos melhor adaptados

às condições hostis de seu meio ambiente tendem a sobreviverpor tempo suficiente para

se reproduzir e deixar um número maior de descendentes, enquanto que outros indivíduos

menos aptos morrem sem deixar descendentes.

As diversas características que constituem cada indivíduosão determinadas por seu con-

teúdo genético. O conjunto destas características determina uma aptidão maior ou menor

para a sobrevivência no meio ambiente onde o indivíduo está inserido, resultando em uma

probabilidade maior ou menor de este indivíduo sobreviver edeixar descendentes em gera-

ções posteriores.

No processo de reprodução sexuada, o material genético de dois indivíduos é recombi-

nado, gerando uma nova combinação dos genes destes dois indivíduos. Esta nova combina-

ção de genes determinará as características do filhote e sua conseqüente aptidão face ao meio

ambiente em que deverá viver e se reproduzir.

Assim, os genes presentes nos indivíduos mais aptos tendem acontinuar existindo na po-

pulação, replicando-se nos descendentes destes indivíduos, enquanto que os genes presentes

em indivíduos menos aptos tendem a desaparecer.

O processo de recombinação de genes é imperfeito, na medida em que uma pequena par-
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cela dos genes herdados diretamente dos pais pode sofer mutações aleatórias, conduzindo

ao surgimento de novos genes, diferentes daqueles herdadosdos pais, possibilitando a gera-

ção eventual de filhotes que possuam características novas,inexistentes nos indivíduos das

gerações anteriores.

Grande parte destas mutações conduz a características indesejadas, que podem dificultar

ou inviabilizar a sobrevivência e reprodução do filhote, de modo que estes genes mutantes

tendem a ser naturalmente descartados da população.

Eventualmente, algumas mutações oportunas podem produzircaracterísticas que tendem

a contribuir para melhorar a aptidão do indivíduo, aumentando sua possibilidade de sobrevi-

ver e de gerar um maior número de descendentes. Nestes casos,os genes mutantes tendem a

se replicar nos descendentes do indivíduo favorecido, aumentando sua incidência nas gera-

ções subseqüentes e podendo, a longo prazo, tornar-se predominantes na população.

Este processo cíclico de seleção, recombinação e mutação degenes promove a evolução

natural do conteúdo genético de uma população em direção a indivíduos cada vez mais aptos

a sobreviver e se reproduzir.

Podem ser facilmente observadas na natureza um grande número de soluções complexas

e altamente engenhosas para o problema de otimização da aptidão dos seres vivos ao seu

meio ambiente. Um dos exemplos mais notáveis é o sentido da visão, que evoluiu em grande

parte das espécies mais complexas de seres vivos.

Inspirado neste processo de evolução biológica das espécies, Holland [91] propôs em

1975 algoritmos computacionais que imitam o processo evolutivo da natureza, com o ob-

jetivo de solucionar problemas de otimização complexos e dificilmente tratáveis por outros

métodos. Por utilizarem uma técnica semelhante àquela adotada pela natureza para otimizar

a aptidão dos seres vivos para sobreviver e procriar, tais algoritmos são usualmente denomi-

nados algoritmos genéticos.

Os algoritmos genéticos manipulam uma população de potenciais soluções para um pro-

blema de otimização.

Tal como na natureza, os parâmetros que definem cada solução particular em um algo-

ritmo genético são codificados em genes.

Enquanto na natureza os genes de cada indivíduo particular são codificados por seqüên-

cias de nucleotídeos em uma molécula de DNA, nos algoritmos genéticos os parâmetros de

cada solução-candidata particular são geralmente codificados por meio de cadeias de dígitos
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binários (ou outro tipo de representação numérica), tambémdenominadas genes.

Tal como na natureza, os algoritmos genéticos provêem um mecanismo de recombinação

de genes, que possibilita a construção de uma terceira solução-candidata (solução-filhote) a

partir da recombinação das seqüências genéticas de duas soluçõescandidatas pré-existentes.

Tal como na natureza, os algoritmos genéticos também provêem um mecanismo de muta-

ção aleatória, que possibilita a produção eventual de genesmutantes por meio da introdução

de pequenas alterações aleatórias nos genes das soluções-filhotes.

Tal como na natureza, os algoritmos genéticos provêem um mecanismo de seleção que

favorece as soluções-candidatas mais aptas a otimizar a função-objetivo do problema, au-

mentando as possibilidades de estas gerarem um maior númerode descendentes na geração

subseqüente, e desfavorece as menos aptas, diminuindo as possibilidades de estas gerarem

descendentes.

Isto é feito estabelecendo-se uma função de adequação, que atribui um valor de aptidão a

cada solução-candidata com base nos parâmetros codificadosem seus genes, e estabelecendo-

se também uma relação apropriada entre o valor de aptidão de uma solução-candidata e a

probabilidade de esta solução-candidata contribuir com umdescendente para a geração se-

guinte.

As principais características que distinguem os algoritmos genéticos das técnicas con-

vencionais de otimização são:

• O processo de busca de uma solução opera com uma população de soluções candida-

tas, e não apenas com uma solução de cada vez;

• São processadas apenas representações codificadas (genótipos) das soluções candida-

tas, e não as as próprias soluções (fenótipos);

• As regras de transição de um conjunto de soluções para outro são probabilísticas, e

não determinísticas;

• O único requisito exigido para a função-objetivo é que ela possa ser calculada a par-

tir da representação codificada de uma solução, não sendo requeridas propriedades

especiais tais como convexidade e diferenciabilidade.

Os ingredientes necessários para se formular um algoritmo genético são:

• Uma população inicial de soluções-candidatas;

• Um mecanismo de codificação;
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• Uma função de adequação;

• Um mecanismo de seleção;

• Um mecanismo de recombinação;

• Um mecanismo de mutação;

• Um critério de terminação.

B.1 População Inicial

A população inicial é geralmente escolhida de forma aleatória, atribuindo-se a cada pa-

râmetro de cada solução-candidata um valor aleatório uniformemente distribuído dentro de

seu domínio de valores permitido.

Em problemas específicos, pode-se manipular as probabilidades de escolha de modo

a que a população inicial apresente maior incidência de parâmetros em faixas de valores

apropriados previamente conhecidos. Pode-se também incluir soluções de boa qualidade

previamente conhecidas, ou obtidas por outros métodos.

A dimensão da população (número de indivíduos) é um parâmetro importante na elabora-

ção de um algoritmo genético. Uma população pequena apresenta a vantagem de possibilitar

uma convergência mais rápida do algoritmo, ao custo de um maior risco de convergência

prematura para soluções sub-ótimas de baixa qualidade. Poroutro lado, uma população

grande provê maior diversidade genética e, conseqüentemente, maior chance de convergên-

cia para a solução ótima ou para soluções sub-ótimas de boa qualidade. A contrapartida é

um maior esforço computacional, devido tanto ao maior número de soluções-candidatas a

serem processadas em cada geração como ao maior número de gerações necessárias para

convergência.

É importante observar que, ao contrário do que ocorre com populações de seres vivos na

natureza, o número de indivíduos da população é geralmente mantido constante nos algorit-

mos genéticos, por razões de conveniência computacional.

B.2 Mecanismo de Codificação

O mecanismo de codificação determina a forma pela qual cada possível solução candidata

é mapeada por uma seqüência de genes.
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O mecanismo de codificação das soluções-candidatas dependeda natureza das variáveis

do problema. Para problemas combinatórios, como, por exemplo, o clássico problema do

caixeiro viajante, os genes podem ser representados por dígitos binários significando a in-

clusão ou não de uma borda no circuito hamiltoniano. Para problemas contínuos, os genes

podem assumir valores contínuos, como, por exemplo, a intensidade do fluxo em diversos

canais em problemas de otimização de fluxo em sistemas de transporte.

O requisito fundamental de um mecanismo de codificação é que cada possível solução

candidata seja mapeada por uma única combinação de genes.

B.3 Função de Adequação

A função de adequação determina o valor de aptidão atribuídoa cada solução-candidata,

calculado com base em seus parâmetros, codificados nos genes.

O valor de aptidão deve medir o potencial de uma solução-candidata para ser a solução

ótima do problema.

Freqüentemente, a função de adequação é definida como sendo aprópria função-objetivo

do problema de otimização que se deseja resolver, ou alguma versão apropriadamente trans-

formada desta função-objetivo.

Entretanto, a função de adequação deve ser definida para todae qualquer combinação

possível de parâmetros de solução-candidata, de modo que seu valor deve diferir da função-

objetivo no caso de soluções que não satisfaçam as restrições do problema (soluções inviá-

veis).

Em geral, a função de adequação deve ser formulada de modo quesoluções inviáveis

possuam um valor de aptidão inferior a qualquer solução viável. Adicionalmente, é desejável

que este valor seja maior para soluções inviáveis próximas ao limiar de viabilidade e menor

para soluções inviáveis afastadas deste limiar, visando prover seletividade entre soluções

inviáveis no sentido de conduzir o deslocamento da população rumo à região viável.

B.4 Mecanismo de Seleção

O mecanismo de seleção deve ser elaborado de modo que soluções-candidatas com maior

valor de aptidão tenham uma maior probabilidade de contribuir com um descendentes para a
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geração seguinte que soluções-candidatas com menor valor de aptidão.

Três mecanismos de seleção freqüentemente utilizados são:

• Seleção proporcional;

• Seleção por torneio;

• Seleção por truncamento.

No mecanismo de seleção proporcional, os dois progenitoresde cada solução-filhote a

ser inserida na geração subseqüente são escolhidos dentre toda a população com uma proba-

bilidade dada pela razão entre seu valor de aptidão e a soma dos valores de aptidão de toda a

população.

Ou seja, na seleção proporcional, a probabilidade de uma determinada solução-candidata

ser escolhida para ser um dos progenitores de uma nova solução-filhote é diretamente pro-

porcional ao seu valor de aptidão.

Um grave problema da seleção proporcional é que, na medida emque a população

converge para as proximidades de uma solução final, os valores de aptidão das soluções-

candidatas tendem a se equiparar, conduzindo a probabilidades semelhantes para todos os

indivíduos e prejudicando a seletividade das melhores soluções. Este problema é geralmente

contornado fazendo-se ajustes apropriados do valor de aptidão na medida em que a popula-

ção converge.

Uma forma mais adequada de se evitar o problema da baixa seletividade nas populações

finais é a utilização de mecanismos de solução que se baseiam apenas na comparação entre

as aptidões de diferentes indivíduos (e não no valor da aptidão propriamente dita), tais como

os mecanismos de seleção por torneio e por truncamento.

O mecanismo de solução por torneio se processa da seguinte forma:

1. São escolhidos aleatoriamente dois grupos de K soluções candidatas para cada nova

solução a ser gerada;

2. Em cada grupo de soluções, a solução com maior valor de aptidão é marcada como a

solução "vencedora"do torneio;

3. A nova geração de soluções candidatas é formada a partir darecombinação da seqüên-

cia genética das soluções "vencedoras"dos dois torneios.
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Utiliza-se tipicamente o valor K = 2 (torneios entre pares desoluções). A intensidade da

seleção pode ser aumentada utilizando-se valores maiores para K.

A seleção por truncamento se processa da seguinte forma:

1. As soluções candidatas são ordenadas em ordem decrescente de valor de aptidão, for-

mando um rank;

2. A nova geração de soluções candidatas é formada a partir darecombinação aleatória

entre as primeiras T% soluções candidatas do rank, onde T é umpercentual que regula

a intensidade da seleção (tipicamente 20% a 50%).

Um aumento na intensidade de seleção (maior K ou menor T) tende a acelerar a conver-

gência do algoritmo genético, ao custo de se aumentar o riscode convergência prematura

para soluções sub-ótimas de baixa qualidade.

Outros mecanismos de seleção são descritos na referência [91].

B.5 Mecanismo de Recombinação

O mecanismo de recombinação é elaborado de forma a possibilitar a construção de uma

nova solução (solução-filhote) a partir dos genes de duas soluções pré-existentes.

Três mecanismos de recombinação freqüentemente utilizados são:

• Recombinação em 1 ponto;

• Recombinação em 2 pontos;

• Recombinação uniforme.

No mecanismo de recombinação em 1 ponto, escolhe-se aleatoriamente um número in-

teiro n entre 1 e g 1, onde g é o número de genes de cada solução-candidata. Em seguida,

as seqüências de genes de cada um dos progenitores são seccionadas em 2 segmentos após o

n-ésimo gene de cada progenitor. A sequência de genes da soluçãofilhote é então construída

concatenando-se o primeiro segmento de um dos progenitorescom o segundo segmento do

outro progenitor.

No mecanismo de recombinação em 2 pontos, são escolhidos aleatoriamente dois núme-

ros inteiros n1 e n2 entre 1 e g, tais que n1 n2 . Em seguida, as seqüências de genes de

cada um dos progenitores são seccionadas em 3 segmentos (1 a n1, n1 1 a n2 e n2 1 a g). A
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sequência de genes da solução-filhote é então constituída pelos genes de 1 a n1 e de n2 1 a g

de um dos progenitores e pelos genes de n1 1 a n2 do outro progenitor.

Essencialmente, o mecanismo de recombinação em 1 ponto é o caso particular da re-

combinação em 2 pontos em que n1 n e n2 g. O principal objetivo da recombinação em 2

pontos é eliminar a polarização estatística existente na recombinação em 1 ponto, que de-

corre do fato de que um dos cortes da seqüência de genes ocorresempre no gene g, escolhido

arbitrariamente para ser o último da seqüência.

No mecanismo de recombinação uniforme, cada gene da seqüência da solução-filhote

é herdado aleatóriamente de um dos progenitores, com 50% de probabilidade para cada

progenitor.

Em muitos casos, determinadas características das soluções-candidatas estão associadas

à correlação entre um ou mais genes. Nestes casos, se os genescorrelacionados forem po-

sicionados próximos uns aos outros, a probabilidade de taiscaracterísticas serem herdadas

diretamente dos progenitores para o filhote torna-se maior se forem utilizados mecanismos

de recombinação em 1 ou 2 pontos, em comparação com a utilização de mecanismos de

recombinação uniforme.

Assim, no caso dos mecanismos de recombinação em 1 ou 2 pontos, características be-

néficas relacionadas à correlação de genes vizinhos têm maior probabilidade de serem pre-

servadas nas gerações subseqüentes.

Por outro lado, no mecanismo de recombinação uniforme, o posicionamento escolhido

para os genes no mecanismo de codificação não exerce influência estatística no processo. Em

contrapartida à desvantagem de uma maior probabilidade de ruptura de seqüências benéficas,

a recombinação uniforme tende a produzir uma maior diversidade de seqüências de genes

correlacionados, aumentando assim a probabilidade de que novas características favoráveis

surjam na população.

Uma estratégia interessante é utilizar recombinação uniforme nas primeiras gerações,

quando as soluções-candidatas ainda são de baixa qualidadee a exploração de uma grande

diversidade de seqüências genéticas é desejável, e recombinação em 2 pontos nas últimas

gerações, quando maioria das soluções-candidatas são de alta qualidade e se deseja evitar

que seqüências benéficas sejam rompidas freqüentemente.

Outros mecanismos de recombinação são descritos na referência [54].
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B.6 Mecanismo de Mutação

Se fosse utilizado isoladamente, o mecanismo de recombinação conduziria à convergên-

cia para uma solução composta exclusivamente pelos mesmos genes que existiam na popula-

ção inicial. A menos que todos os genes da solução ótima estivessem presentes na população

inicial (situação improvável em problemas razoavelmente complexos), a solução encontrada

seria necessáriamente sub-ótima (e possivelmente de baixaqualidade).

Por esta razão, o mecanismo de mutação é um componente essencial para o algoritmo ge-

nético, sendo o único mecanismo capaz de gerar novos genes ausentes da população inicial,

propiciando, assim, uma exploração abrangente do espaço debusca.

Em um mecanismo de mutação típico, cada gene da solução-filhote é submetido à uma

probabilidade de sofrer uma mutação. Esta probabilidade, denominada taxa de mutação, se

situa tipicamente na faixa de 0,0001 a 0,01.

Nos casos em que os genes são representados por cadeias de dígitos binários, a mutação

é geralmente efetuada alterando-se o valor de um dígito binário escolhido aleatoriamente.

Nos casos de genes representados por variáveis contínuas, ovalor do gene pode ser alterado

de diversas maneiras, podendo receber um novo valor escolhido aleatoriamente com proba-

bilidade uniforme dentro da faixa de variação permitida para aquele gene, ou com um padrão

de probabilidade específico em torno de seu valor original [40].

Uma taxa de mutação elevada é geralmente interessante nas primeiras gerações, quando

as soluções-candidatas ainda são de baixa qualidade e a exploração de uma grande diversi-

dade genes é desejável. Por outro lado, na medida em que a população evolui e passa a conter

soluções-candidatas de alta qualidade, uma taxa alta de mutação deixa de ser interessante,

visto que, em uma população de soluções de alta qualidade, asmutações aleatórias passam a

ter probabilidade muito maior de prejudicar o indivíduo, emvez de aprimorá-lo.

Portanto, uma estratégia interessante é diminuir gradativamente a taxa de mutação na

medida em que a população evolui.

B.7 Critério de Terminação

Ao longo de sucessivas gerações de soluções-candidatas, asseqüências de genes destas

tenderão a convergir para a seqüência de genes correspondente a uma solução final.
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Na medida em que ocorre a convergência, o mecanismo de recombinação genética torna-

se ineficaz, pois todos os potenciais progenitores de novas soluções-filhotes tendem a ter

conteúdo genético muito semelhante. O mecanismo de mutaçãotambém se torna ineficaz,

pois, na medida em que toda a população converge para uma solução ótima local, mutações

aleatórias tendem a produzir predominantemente indivíduos menos aptos que a média da

população, que tendem a ser descartados.

Assim, é conveniente se estabelecer um critério de terminação visando abortar a execução

do algoritmo genético tão logo se perceba que haverá pouco ounenhum ganho adicional

na continuação do processo (a expectativa é que isto se deva ao fato de a população ter

convergido para uma solução ótima).

Uma vez terminado o algoritmo, toma-se a melhor solução-candidata encontrada como

solução final do problema.

Critérios de terminação freqüentemente utilizados geralmente se baseiam na ocorrência

de um dentre os eventos listados a seguir, ou na ocorrência simultânea de mais de um deles:

• Quando o valor de aptidão do indivíduo mais apto da populaçãotiver aumentado me-

nos de X% nas últimas Y gerações;

• Quando os valores dos parâmetros codificados em todos os genes dos N indivíduos

mais aptos apresentarem desvio padrão menor que X%.

Diversos critérios de terminação podem ser utilizados simultaneamente, podendo-se re-

querer, para a terminação do algoritmo, a satisfação simultânea de todos os critérios ou

simplesmente a satisfação de qualquer um dentre os critérios utilizados.

B.8 Descrição Genérica de um Algoritmo Genético

É apresentada a seguir uma descrição genérica de um algoritmo genético:

1. Gerar aleatoriamente uma população inicial de soluções candidatas;

2. Calcular a função de adequação (fitness function) para todas as candidatas;

3. Enquanto um critério de terminação não se cumprir:

3.1 Selecionar um grupo de soluções de acordo com o valor de adequação (fitness);

3.2 Criar uma nova geração recombinando os genes das soluçõesselecionadas;
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3.3 Sujeitar as soluções candidatas recém-geradas a mutação aleatória;

3.4 Calcular a função de adequação (fitness function) para todas as candidatas.

4. Tomar como solução final a candidata com maior valor de adequação (fitness).

O processo se inicia com uma população gerada aleatoriamente. Em cada iteração, uma

nova geração é criada. Sobre cada nova geração atuam os mecanismos de seleção, recombi-

nação e mutação.

Estes mecanismos trabalham cooperativamente no sentido deaumentar o valor médio de

adequação de modo a conduzir a população rumo ao valor ótimo de adequação. Este pro-

cesso deve ser conduzido sem abrir mão prematuramente da diversidade genética, visando

evitar a convergência prematura para uma solução ótima de qualidade muito aquém da solu-

ção ótima global.

Diversos parâmetros do algoritmo, tais como a dimensão da população, a intensidade da

seleção e a taxa de mutação, devem ser adequadamente ajustados para que a evolução se dê

no ritmo adequado, ou seja, nem demasiadamente lenta (ineficiente) e nem demasiadamente

rápida (convergência prematura).

Ao final do processo, o indivíduo com o melhor grau de adequação é tomado como a

solução final do problema.
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Apêndice C

Inequações Matriciais Lineares

Diversos problemas de otimização relacionados à teoria de controle envolvem desigual-

dades matriciais lineares, freqüentemente referenciadaspela sigla LMI, originada da expres-

são inglesa Linear Matrix Inequality [92].

Desigualdades matriciais lineares são restrições convexas que podem ser expressas na

forma geral:

F0 + y1F1 + y2F2 + · · · + ymFm > 0 (C.1)

ondeFi = F T
i ∈ R

n×n i = 0, 1, . . . ,m são matrizes conhecidas ey1, y2, . . . , ym ∈ R.

Restrições do tipo

MTP + PM > 0 (C.2)

ondeM,P ∈ R
n×n, P = P T , sendoM uma matriz constante, são LMIs, visto que se pode

mapear (C.2) em (C.1) associando-se os elementospij, i, j = 1, 2, . . . , n, i ≤ j às incógnitas

yk, k = 1, 2, . . . , n(n + 1)/2, e atribuindo às matrizesFk correspondentes a cada elemento

pij o valorMTEij + EijM , ondeEij são matrizes cujos elementos “ij” e “ji” têm valor 1 e

todos os demais elementos têm valor zero.

Problemas de otimização envolvendo restrições na forma de LMI são comumente deno-

minadosproblemas de programação semidefinida[74].

São definidas a seguir algumas classes de problemas de programação semidefinida, utili-

zando a nomenclatura da referência [74].

ClasseLMIP (LMI Problem)
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encontrary ∈ R
m

sujeito a

F0 + y1F1 + y2F2 + · · · + ymFm > 0 (C.3)

ClasseEVP (Eigenvalue Problem)

minimizarcTy

sujeito a

F0 + y1F1 + y2F2 + · · · + ymFm > 0 (C.4)

ClasseGEVP (Generalized Eigenvalue Problem)

minimizarλ

sujeito a

λ(B0 + y1B1 + · · · + ymBm) − (F0 + y1F1 + · · · + ymFm) > 0

B0 + y1B1 + · · · + ymBm > 0

C0 + y1C1 + · · · + ymCm > 0

(C.5)

Estas três classes de problemas de programação semidefinidapodem ser solucionadas

eficientemente por métodos de pontos interiores especializados.

Estes métodos têm sido intensivamente investigados e aperfeiçoados na última década.

Muitos deles apresentam convergência com complexidade polinomial, em alguns casos com-

provada teoricamente e, em outros, experimentalmente.

É importante esclarecer que, neste contexto, solucionar o problema significa determinar

se o problema é viável ou não e, caso seja, obter uma solução viável cujo valor objetivo

exceda o mínimo global por uma diferença menor que uma tolerância pré-especificada.

A resolução de problemas da classe LMIP geralmente é efetuada adicionando-se uma

variável de decisão extra,θ, de modo a permitir que, para um valor suficientemente alto

de θ o problema modificado tenha uma solução inicial viável conhecida. Este problema

modificado é da classe EVP e geralmente tem a seguinte forma (embora diversas variantes

sejam freqüentemente utilizadas):

minimizarθ

sujeito a
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F0 + y1F1 + · · · + ymFm + θI > 0 (C.6)

O problema (C.6) equivale a maximizar o menor autovalor da expressãoF0 + y1F1 +

· · · + ymFm.

Se o valor ótimoθ∗ for não-positivo (θ∗ ≤ 0), obtém-se a confirmação de que o problema

original é viável e quey∗1, y
∗

2, . . . , y
∗

m é uma solução viável deste problema, a qual maximiza

o menor autovalor do resultado da expressão matricial.

Nos casos em que o único interesse é comprovar a existência deuma solução viável (não

necessariamente ótima), pode-se interromper o processo deotimização tão logo seja obtida

uma solução viável, ou seja, uma solução para a qualθ∗ ≤ 0.

Se, por outro lado, o valor ótimoθ∗ for positivo, isto significará que o problema não

possui uma solução viável, ou seja, que não existe soluçãoy1, y2, . . . , ym capaz de evitar

com que a expressãoF0 + y1F1 + · · · + ymFm tenha pelo menos um autovalor negativo.

Para um melhor entendimento de LMIs e suas aplicações, pode-se verificar o texto de

BOYD [74].

A solução de LMIs é normalmente realizada através do método dos pontos interiores de

NESTEROV e NEMIROVSKY. Para um descrição completar do método, verificar [76].
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Apêndice D

Fluxograma Simplificado do Algoritmo

de Balanceamento de Carga

A figura D.1 apresenta um fluxograma simplificado para o algoritmo de balanceamento

de carga.

Espera∆t s

Calculaqtotal

qj > qmedio ?

qexcess =

Ti = p.qexcess

Espera todos

os processos

-

�

?

?

?

?

?

eqmedio

(qj − qmedio)K

SIM

NÃO

Figura D.1: Fluxograma simplificado do algoritmo de balanceamento de carga
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Cada nó estima a quantidade de tarefas acima da média global. Se a estimativa do j-ésimo

nó for positiva, o j-ésimo nó enviará então uma fração dada por pqexcess para cada nó, onde

p = 1/(n− 1).

A implementação do algoritmo, através do programaLoadBalancerfoi feita de forma

síncrona, onde após as transferências de carga (Ti = pqexcess), a funçãoMPI_Barrier esta-

belece um ponto de espera para todos os nós envolvidos no processo de balanceamento.
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