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Resumo da Disserta�c~ao apresentada �a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necess�arios para a obten�c~ao do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.)

CONTRIBUIC� ~OES A M�ETODOS PARA REPRESENTAC� ~AO

TEMPO-FREQUENCIAL DE SINAIS DE M �USICA

Isabela Ferr~ao Apolin�ario

Setembro/2015

Orientador: Luiz Wagner Pereira Biscainho

Programa: Engenharia El�etrica

O foco deste trabalho �e o estudo de m�etodos para representa�c~ao tempo-

frequencial de sinais de �audio. Geralmente, estes podem ser modelados por compo-

nentes de natureza tonal, transit�oria ou ruidosa, cada uma das quais apresentando

um padr~ao no plano tempo-frequencial. Tais padr~oes podem ser explorados para

gerar representa�c~oes mais informativas. Em particular, as parcelas determin��sticas

do sinal tendem a apresentar alguma estrutura, que pode favorecer representa�c~oes

esparsas.

Dentre as principais ferramentas de representa�c~ao de sinais j�a desenvolvidas,

est~ao as transformadas de Fourier de Tempo Curto ou STFT, deQ Constante ou

CQT e do Fan Chirp ou FChT. A teoria por tr�as de cada uma delas �e apresentada

aqui.

A FChT favorece a representa�c~ao de sinais harmônicos, e considera que a funda-

mental do sinal sob an�alise varia linearmente no tempo, o que permite atingir maior

esparsidade na representa�c~ao de sinais n~ao-estacion�arios.Aqui, o m�etodo proposto

�e estendido para abarcar varia�c~oes n~ao-lineares, resultando em representa�c~oes es-

parsas para sinais de �audio com varia�c~oes frequenciais r�apidas. Al�em disso, um

novo m�etodo para a estima�c~ao da taxa de varia�c~ao da fundamental �e utilizado como

alternativa. Bons resultados foram obtidos para sinais sint�eticoscom ru��do de fundo.

O trabalho conclui abordando a esparsidade estruturada, utilizando dicion�arios

compostos a partir da STFT (como na proposta original) e da CQT (como nova

proposta). A principal aplica�c~ao em vista �e a redu�c~ao de ru��do em sinais de �audio.

Uma bateria de experimentos foi elaborada, e os resultados para cada dicion�ario

foram comparados quantitativamente. Para os parâmetros de entrada selecionados,

n~ao foi observada melhoria ao substituirmos a STFT pela CQT.
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This work focuses on the study of methods for time-frequency representation

of audio signals. Usually, audio signals can be modeled by components of tonal,

transitory or noisy natures, each of which presents a pattern in the time-frequency

plane. Such patterns can be explored to create more informative representations. In

particular, the deterministic portions of the signal tend to present some structure,

which may yield sparse representations.

Among the main tools developed for signal representation are the Short-Time

Fourier Transform or STFT, the Constant-Q Transform or CQT, and the Fan-Chirp

Transform or FChT. The theory behind each one of them is presented here.

The FChT provides a good representation for harmonic signals, andconsiders

their fundamental to vary linearly in time, thus allowing for sparser representations

of non-stationary signals. Here, the proposed method is extended to embrace non-

linear frequency variations, resulting in sparser representationsfor audio signals

with rapid frequency variations. Moreover, a new method for the estimation of the

fundamental chirp rate is used as an alternative. Good results were obtained for

synthetic signals with background noise.

This work concludes by approaching the structured sparsity, using dictionaries

consisting of the STFT (as in the original proposal) and the CQT (as anew pro-

posal). Here, the main application considered is audio signal denoising. An extended

set of experiments was elaborated, and the results for each dictionary were quanti-

tatively compared. For the chosen input parameters, no improvement was observed

by replacing the STFT by the CQT.
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Cap��tulo 1

Introdu�c~ao

1.1 Tema

A an�alise de sinais �e o estudo e caracteriza�c~ao das suas propriedades b�asicas. Sua teo-

ria foi desenvolvida, historicamente, na �epoca do descobrimentodos sinais fundamen-

tais na natureza, tais como o campo el�etrico, a onda sonora e correntes el�etricas [1].

Um sinal �e geralmente uma fun�c~ao de v�arias vari�aveis. Neste trabalho, vamos con-

siderar sinais variantes no tempo. Podemos pensar, portanto, emrepresentar sinais

neste dom��nio.

Al�em do tempo, a representa�c~ao mais importante �e a no dom��nio da frequência.

No caso espec���co de um sinal de �audio, por exemplo, sabemos queeste �e composto

em grande parte por sons (como notas musicais) compitch bem de�nido e relacio-

nados, portanto, a informa�c~oes frequenciais. Para representar o sinal neste dom��nio,

podemos calcular a sua Transformada de Fourier [2].

At�e agora, falamos dos dom��nios \tempo" e \frequência" de forma isolada. Cada

representa�c~ao carrega informa�c~oes importantes do sinal, por�em, de forma pouco

localizada. Sabemos, por exemplo, quais frequências est~ao presentes em um sinal,

mas n~ao quando (em quais instantes de tempo) elas ocorreram. Representa�c~oes

tempo-frequenciais tem como principal �nalidade sinalizar a evolu�c~ao temporal das

componentes frequenciais presentes.
�E necess�aria, portanto, uma abordagem para tratar o problemade an�alise tempo-

frequencial. Muitos m�etodos j�a foram propostos para analisar sinais n~ao esta-

cion�arios, como a cl�assica Transformada de Fourier de Tempo Curto ou STFT (do

inglês,Short-Time Fourier Transform) e outras menos utilizadas, como a Transfor-

mada deQ Constante ou CQT (do inglês,Constant-Q Transform) [3], a Transfor-

mada deQ Limitado ou BQT (do inglês, Bounded-Q Transform) [4], a distribui�c~ao

de Wigner e a Transformada Discreta de Wavelet, entre outras [1], [5], [6].

Quando nos referimos �as representa�c~oes tempo-frequenciais de sinais de �audio,
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geralmente as associamos a uma imagem com ocorrências frequentes de padr~oes na

forma de linhas localizadas no tempo ao longo da frequência, sinalizando informa�c~oes

impulsivas, e na forma de linhas localizadas na frequência ao longo do tempo, sinali-

zando informa�c~oes tonais. Assim sendo, considerando que o tempo �e representado no

eixo horizontal e a frequência, no eixo vertical, esperamos, por exemplo, visualizar

um gr�a�co composto por diversas linhas horizontais associado a uma nota de violino,

onde cada linha representaria uma parcial harmônica (incluindo a fundamental) da

nota tocada.

Diversas aplica�c~oes podem se bene�ciar da an�alise tempo-frequencial de sinais

de �audio. Podemos pensar, por exemplo, em separa�c~ao de fontes sonoras [7], de-

tec�c~ao da melodia principal de uma m�usica [8], transcri�c~ao autom�atica [9], s��ntese de

m�usica [10], altera�c~ao do timbre de instrumentos [11], redu�c~ao de ru��do de fundo [12],

entre outros.

1.2 Motiva�c~ao

Aqui, o conceito de esparsidade �e utilizado como sinônimo de concentra�c~ao. Quando

nos referimos a representa�c~oes esparsas, queremos dizer, na verdade, representa�c~oes

bem concentradas em torno das regi~oes do plano tempo-frequencial correspondentes

aos sons tonais e percussivos emitidos pelas fontes sonoras. Procuramos repre-

senta�c~oes esparsas pois estas levam a interpreta�c~oes que guardam rela�c~ao com os

processos de gera�c~ao do som, ou seja, com suas fontes.

Como foi dito, existem, hoje em dia, diversos m�etodos para analisar o conte�udo

tempo-frequencial de sinais em geral. Uma das ferramentas mais utilizada em pro-

cessamento de �audio �e a STFT. Isso porque ela pode ser rapidamente calculada

(atrav�es do algoritmo FFT) e apresenta resultados bastante intuitivos de como o

conte�udo frequencial (as notas da m�usica) evolui com o tempo.Ela consiste em

separar o sinal em blocos temporais, geralmente com alguma sobreposi�c~ao, e anali-

sar, em seguida, cada trecho por meio de uma transformada de Fourier [1]. Neste

processo, consideramos que o conte�udo frequencial do sinal dentro de cada bloco �e

invariante.

A STFT, no entanto, apresenta certas limita�c~oes. Ao dividir o sinal em blocos,

estamos, essencialmente, multiplicando o sinal por uma janela limitadatemporal-

mente. Como resultado, introduzimos informa�c~ao extra e n~ao desej�avel na repre-

senta�c~ao tempo-frequencial resultante, j�a que, ao janelarmos o sinal, o seu conte�udo

frequencial original �e convolu��do pela Transformada de Fourier da janela [2]. Tal

opera�c~ao provoca, por si s�o, um espalhamento da informa�c~ao. Al�em disso, o compri-

mento dessa janela est�a diretamente relacionado com o Princ��pio da Incerteza que,

por sua vez, est�a relacionado com a resolu�c~ao tempo-frequencial da transformada
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como um todo [1].

Uma alternativa para amenizar os efeitos causados pelo janelamento �e utili-

zar, no lugar da STFT, a CQT. Esta analisa diferentesbins de frequência com

janelas temporais de diferentes tamanhos [3]. Assim sendo, temosuma melhor re-

solu�c~ao frequencial para baixa frequências e uma melhor resolu�c~ao temporal para

altas frequências.

Outro fator relevante da STFT �e que ela considera sinais localmenteesta-

cion�arios, ou seja, sinais cujas componentes frequenciais n~ao variam dentro dos in-

tervalos de tempo especi�cados pelo comprimento da janela escolhido. No caso de

m�usica, o conte�udo frequencial do sinal varia a todo instante com as notas emitidas

e at�e mesmo com a forma na qual o m�usico toca o instrumento. Assim, uma an�alise

que leve em considera�c~ao essa varia�c~ao de frequência seria capaz de ilustrar melhor

a realidade do sinal.

A Transformada Fan Chirp ou FChT (do inglês,Fan Chirp Transform) permite

que componentes relacionadas harmonicamente possuam uma determinada varia�c~ao

frequencial ao longo do tempo [8]. Assim sendo, a FChT �e uma boa ferramenta

para lidar com sinais de �audio, pois geralmente consideramos que as componentes

com altura de�nida destes sinais s~ao decompostas em uma frequência fundamental

e suas parciais harmônicas. Em [8], a FChT �e aplicada diretamente emsinais de

m�usica por meio da sua vers~ao de tempo curto, a STFChT (do ingl^es,Short-Time

Fan Chirp Transform). Ela modela a frequência fundamental de trechos do sinal

como uma reta com taxa de inclina�c~ao� .

Por de�ni�c~ao, podemos calcular a FChT de um dado sinal para diferentes valores

de � . Estamos interessados, no entanto, em encontrar o parâmetro � � que resulte na

representa�c~ao cuja resolu�c~ao tempo-frequencial seja �otima, ou seja, a mais esparsa

poss��vel. Este valor corresponde, teoricamente, �a taxa de inclina�c~ao verdadeira da

fundamental. Para estimar � � , realizamos uma busca exaustiva, onde uma das

etapas �e a acumula�c~ao de parciais harmônicas para um conjunto pr�e-determinado

de frequências candidatas a fundamental [8].

Ainda no contexto da FChT, podemos, agora, querer analisar sinaiscom um

alto grau de n~ao-estacionariedade. Dessa forma, diminu��mos o tamanho da janela

de an�alise para que a suposi�c~ao de uma fundamental com varia�c~ao linear ainda

seja v�alida. Essa medida, por�em, aumenta o grau de espalhamento frequencial, de

acordo com o Princ��pio da Incerteza. Uma outra proposta seria acrescentar mais um

grau de liberdade na estima�c~ao da fundamental do sinal. Isso permitiria melhorar

a resolu�c~ao da transforma�c~ao de tais sinais.

A opera�c~ao de busca exaustiva citada acima sofre in
uências dotimbre dos ins-

trumentos e de poss��veis parciais inarmônicas. Como alternativa,utilizamos um

m�etodo que leva em considera�c~ao apenas a localiza�c~ao frequencial das parciais neste
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processo e, al�em disso, utiliza um modelo de inarmonicidade para modelar tais par-

ciais inarmônicas.

Por �m, estudamos representa�c~oes a partir de dicion�arios redundantes. Estes

dicion�arios s~ao compostos, essencialmente, de um conjunto de vetores que consti-

tuem uma base acrescidos de um outro conjunto de vetores formados a partir de

combina�c~oes lineares desses. Queremos, com isso, obter um maior grau de esparsi-

dade na representa�c~ao em troca de uma quantidade maior de informa�c~ao, ou seja,

a redundância acrescentada [13]. Al�em disso, um dos principais objetivos aqui �e,

como mencionado, levar em conta a estrutura interna do sinal de �audio, traduzida

como persistência temporal, no caso de sinais tonais, e persistência frequencial, no

caso de sinais percussivos. A t�ecnica abordada em [12] utiliza a STFTcomo di-

cion�ario com o objetivo de eliminar o ru��do de fundo presente em sinais de m�usica.

Esta transformada, no entanto, �e limitada pelo Princ��pio da Incerteza. Resolvemos,

portanto, explorar o algoritmo proposto utilizando, agora, uma vers~ao adaptada da

CQT [14] como dicion�ario, no lugar da STFT.

1.3 Objetivos

O principal objetivo dessa disserta�c~ao �e analisar diferentes t�ecnicas para represen-

tar de forma �el sinais de m�usica em termos do seu conte�udo tempo-frequencial.

Selecionamos as ferramentas abordadas na se�c~ao anterior para estud�a-las mais a

fundo e, mais especi�camente, entender suas propriedades de forma a aplic�a-las em

sinais de m�usica com caracter��sticas de interesse. Queremos, com isso, ser capazes

de implementar as melhorias propostas e analisar os resultados obtidos.

De forma geral, a principal meta deste trabalho �e formar uma basede conheci-

mento s�olida que permita a continua�c~ao dos estudos nesta linha de pesquisa e, al�em

disso, propor e realizar experimentos que abram caminho para outras melhorias nas

t�ecnicas estudadas.

1.4 Organiza�c~ao deste Trabalho

Este trabalho prossegue com um cap��tulo introdut�orio, o Cap��tulo 2, que trata dos

principais conceitos abordados nessa disserta�c~ao, tais como astransformadas STFT e

CQT, a decomposi�c~ao em dicion�arios redundantes e t�ecnicas derecupera�c~ao esparsa

de sinais de �audio. Al�em disso, ele �e respons�avel por introduzirtermos t�ecnicos e a

nomenclatura a serem utilizados ao longo deste trabalho.

Em seguida, o Cap��tulo 3 trata da FChT. Apresentamos sua de�ni�c~ao, forma de

implementa�c~ao, melhorias propostas e implementadas e resultados.
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O Cap��tulo 4 fala da Esparsidade Estruturada, abordando conceitos como normas

mistas e limiariza�c~ao suave. Falamos, al�em disso, da integra�c~ao da t�ecnica utilizada

para a redu�c~ao de ru��do em sinais de �audio com a CQT e apresentamos os resultados

obtidos.

Por �m, o Cap��tulo 5 apresenta conclus~oes e fala de trabalhos futuros.
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Cap��tulo 2

Elementos da An�alise

Tempo-Frequência

2.1 Considera�c~oes Iniciais

Um sinal discreto deL amostrasx(n), com n = 0; 1; : : : ; L � 1, pode ser interpretado

como um vetorx no espa�coRL . Podemos, por isso, selecionar uma base emRL para

represent�a-lo de forma a evidenciar certas propriedades. No caso de um sinal de

m�usica, por exemplo, queremos ser capazes de identi�car desde apresen�ca de notas

musicais cuja altura se mant�em por tempo relativamente longo at�esons percussivos

de curta dura�c~ao com �nalidade r��tmica.

As notas musicais em um sinal de �audio s~ao um exemplo cujo conte�udo mais rele-

vante est�a concentrado em frequência, enquanto que os sonsimpulsivos, em tempo.

Queremos, no entanto, obter tamb�em informa�c~oes adicionais,como tempos de ��nicio

e t�ermino das notas, presen�ca de vibratos e tremolos, caracter��sticas transit�orias

e timbre. Assim sendo, o desej�avel �e uma representa�c~ao queilustre a evolu�c~ao

frequencial ao longo do tempo1. Entretanto, tempo e frequência s~ao grandezas

indissoci�aveis, o que agrega a essa desejada descri�c~ao uma di�culdade intr��nseca.

Quando falamos em representa�c~ao tempo-frequência nos referimos ao mapea-

mento do sinal de entradax(n) em um plano bidimensional, no qual um dos eixos

representa o tempo e o outro, a frequência. Essa opera�c~ao pode, tamb�em, ser inter-

pretada como a decomposi�c~ao do vetorx em uma fam��lia de vetoresf � k;j (n)gk;j
2.

O conjunto de �atomos, como s~ao chamados, forma um dicion�ario� . Esse modelo

ser�a direta ou indiretamente utilizado neste trabalho e ser�a explicado na pr�oxima

se�c~ao.

1Podemos, tamb�em, pensar no caso an�alogo, que �e a evolu�c~aotemporal ao longo da frequência.
2Aqui, utilizamos a nota�c~ao f � k;j (n)gk;j para nos referir ao conjunto de todos vetores� k;j ,

onde � k;j = [ � (0)k;j � (1)k;j : : : � (L � 1)k;j ]T �e um vetor localizado no tempo de ��ndice k e na
frequência de ��ndice j , para todos os valores dek e j considerados.
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Os vetoresf � k;j (n)gk;j n~ao necessariamente constituem uma base, ainda que

consigam gerar todo o espa�co de interesse. O dicion�ario pode serredundante e

proporcionar in�nitas formas de decomporx. E nesse caso, �e necess�ario algum

crit�erio que determine qual destas �e a mais apropriada. Um crit�erio com o potencial

de analisar o sinal em partes relacionadas �as fontes que o geraram�e a esparsidade da

representa�c~ao, que maximiza a contribui�c~ao sinalizada por cada coe�ciente. Al�em

disso, a esparsidade �e facilitadora para v�arias aplica�c~oes, taiscomo codi�ca�c~ao e

redu�c~ao de ru��do.

A ideia deste cap��tulo �e apresentar as principais t�ecnicas utilizadas e relacionadas

ao trabalho. Al�em disso, pretendemos introduzir a nomenclaturaque ser�a utilizada

nos cap��tulos posteriores. Come�camos abordando as decomposi�c~oes atômicas, onde

tratamos dos conceitos deframes, Transformada de Fourier de Tempo Curto (STFT)

e Transformada deQ constante. A seguir, abordamos uma t�ecnica conhecida como

Recupera�c~ao Esparsa, que tem como principal objetivo obter representa�c~oes maxi-

mamente esparsas. Esta servir�a como base para o Cap��tulo 4.

2.2 Decomposi�c~oes Atômicas

2.2.1 Frames

Quando expandimos o vetorx utilizando o dicion�ario � , estamos, na verdade, rees-

crevendox como uma soma ponderada dos vetores componentes de� , f � k;j (n)gk;j .

Os coe�cientes de pondera�c~ao,f ck;j gk;j , tamb�em chamados de coe�cientes de ex-

pans~ao, representam o sinal no dom��nio da transformada. Se o dicion�ario for re-

dundante, haver�a in�nitas possibilidades para a escolha def ck;j gk;j . Assim sendo,

coe�cientes esparsos destacam as principais caracter��sticas dosinal de entradax(n),

j�a que estes indicam onde (em quais vetores do dicion�ario) est�a concentrada a in-

forma�c~ao do sinal.

Um exemplo de expans~ao em um dicion�ario �e a Transformada Discreta de Fourier

ou DFT (do inglês, Discrete Fourier Transform) X (j ) de um sinal x(n) com L

amostras de dura�c~ao. Nesse caso, temos uma fam��lia de vetores na formaf ei2�jn=L gj

e escrevemos

x(n) =
1
L

L � 1X

j =0

X (j )ei2�jn=L ; (2.1)

para n = 0; 1; : : : ; L � 1, ondeX (j ) s~ao os coe�cientes complexos de pondera�c~ao. Se

tivermos, por exemplo, uma entrada senoidal da formax(n) = ( � 1)n = e i �n , tere-

mos, no dom��nio da transformada, toda a energia concentrada emum s�o elemento:

X (j ) = L, para j = L=2 eX (j ) = 0, para os demais valores dej (considerando que

L �e par). Dessa forma, temos uma representa�c~ao bem mais esparsa na frequência
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que no tempo.

Podemos escrever a opera�c~ao de DFT na sua forma matricial. O vetor x �e escrito

comox = [ x(0) x(1) : : : x(L � 1)]T , os coe�cientes de expans~ao s~ao dados porc =
1
L [X (0) X (1) : : : X (L � 1)]T e os vetoresf � j (n)gj s~ao organizados matricialmente

como as colunas da matriz que representa o dicion�ario� , ou seja,

� =
h
� 0 � 1 : : : � L � 1

i
=

2

6
6
6
6
4

1 1 : : : 1

1 ei2�=L : : : ei2� (L � 1)=L

...
...

. . .
...

1 ei2� (L � 1)=L : : : ei2� (L � 1)2 =L

3

7
7
7
7
5

(2.2)

Assim, a Eq. 2.1 dada por

x(n) =
X

j

cj � j (n) (2.3)

pode ser reescrita em sua forma matricial como

x = �c : (2.4)

Neste caso, os vetoresf � j (n)gj formam uma base ortogonal emCL , pois

h� j 1
; � j 2

i = 0, para j 1 6= j 2 e h� j 1
; � j 2

i 6= 0, para j 1 = j 2. Assim sendo, pode-

mos calcular os coe�cientes de expans~aof cj gj por meio de produtos escalares entre

o sinal x(n) e os vetoresf � j (n)gj [6]. Quando os vetores da base n~ao s~ao ortogo-

nais entre si, �e poss��vel recorrer a uma base dual, formada por um conjunto vetores

f ~� j (n)gj . Estes, por sua vez, s~ao ortogonais aos elementos de� . A Eq. (2.3) se

torna

x(n) =
X

j

hx(n); ~� j (n)i � j (n): (2.5)

O dicion�ario � pode, ainda, ser completo ou sobrecompleto (tamb�em chamado

de redundante). Quando completo, n~ao h�a dependência entreentre os vetores

f � k;j (n)gk;j e, consequentemente, s�o uma representa�c~ao poss��vel (abordada acima).

Quando redundante, h�a mais vetores que o necess�ario para formar uma base, ou

seja, estes n~ao s~ao mais linearmente independentes entre si. A proposta da repre-

senta�c~ao porframes �e justamente esta: torn�a-la redundante e, com isso, aumentar

a 
exibilidade na escolha da representa�c~ao para o sinal analisado [15].

Por de�ni�c~ao, a fam��lia de vetores � = f � 
 (n)g
 2 � em um espa�co de HilbertH

�e denominada umframe se existirem constantesA e B, com 0< A � B < 1 , tal

que para todox em H [15],

Akxk2 �
X


 2 �

jh� 
 ; x ij 2 � Bkxk2; (2.6)

8



ondeA e B s~ao chamados de limites doframe. Esse \enquadramento"3 est�a relacio-

nado �a estabilidade da representa�c~ao. Podemos pensar em umaanalogia ao teorema

de Parseval para o caso da decomposi�c~ao em uma base ortogonal. Se dividirmos a

Eq. (2.6) por kxk2, percebemos queA e B determinam os limites inferior e superior

da energia normalizada dos produtos internos [6].

Se A = B, o conjunto de vetores �e denominadoframe apertado. Nesse caso,

os coe�cientes de expans~ao podem ser obtidos por meio de produtos internos entre

os vetoresf � 
 (n)g
 2 � e o sinal x(n). A expans~ao dex(n) nos vetores da base �e

expressa por

x(n) = A � 1
X


 2 �

h� 
 (n); x(n)i � 
 (n): (2.7)

onde o termoA � 1 �e uma medida da redundância da representa�c~ao [6].

Ainda neste contexto, se o conjunto de expans~ao n~ao �e umframe apertado,

ou seja A 6= B, recorremos novamente a umframe dual (composto por vetores
~� = f ~� 
 (n)g
 ). Agora, por conta da redundância, h�a in�nitas formas de determinar
~� . Uma delas, chamada deframe dual canônico, �e dada por~� H = � HS� 1, onde

A H �e o hermitiano da matriz A , ou seja,A H = ( A T )� e S = �� H �e chamado de

operador deframe [15]. Esta escolha leva �a solu�c~ao chamada de MOF (do inglês,

Method of Frames), dada por [13]

c = � HS� 1x: (2.8)

No caso das bases ortogonais, vemos que a matriz� composta pelos vetores de

expans~ao �e quadrada. Como observamos na expans~ao dex(n) por meio da DFT,

� pertence ao espa�coCL � L , o vetor de coe�cientesc ao espa�coCL e, como j�a

mencionado anteriormente, o vetorx, ao espa�coRL . Quando tratamos deframes, o

dicion�ario passa a ser uma matriz retangular cujas colunas n~ao s~ao mais linearmente

independentes entre si, ou seja, h�a um acr�escimo no n�umero delinhas que representa

a redundância da representa�c~ao.

Na DFT, notamos que os �atomos dependem somente de um ��ndicej , relacionado

�a frequência. Agora, elaboramos o caso bidimensional, no qual consideramos que a

representa�c~ao depende tanto da frequência quanto do tempo e �e, portanto, apropri-

ada para sinais n~ao estacion�arios. Podemos escrever a decomposi�c~ao do sinalx(n)

nos �atomos de tempo e frequênciaf � k;j (n)gk;j da seguinte forma:

x(n) =
X

k

X

j

ck;j � k;j (n); (2.9)

para n = 0; 1; : : : ; L � 1.

3Da�� o nome frame, que, em inglês, quer dizer quadro.
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Escrevemos, agora, a Eq. (2.9) na sua forma matricial. Montamos uma matriz

� que cont�em, em suas colunas, os �atomosf � k;j (n)gk;j . As colunas de� ser~ao da

forma

colunak;j [� ] = [ � k;j (0) � k;j (1) : : : � k;j (L � 1)]T (2.10)

e as linhas,

linhai [� ] = [ � 0;0(i ) � 0;1(i ) : : : � 0;J � 1(i ) : : : � K � 1;0(i ) � K � 1;1(i ) : : : � K � 1;J � 1(i )];

(2.11)

ou seja, mantemos o ��ndicek �xo e incrementamosj de 0 at�e J � 1; em seguida,

fazemos o mesmo parak + 1 e assim por diante, at�e k = K � 1. Temos, como

resultado, uma matriz de dimens~aoL � P, com P = JK . O vetor de coe�cientesc

ser�a, portanto, dado por

c = [ c0;0 c0;1 : : : c0;J � 1 : : : cK � 1;0 : : : cK � 1;J � 1]T : (2.12)

A Eq. (2.9) se torna, ent~ao,

x = �c : (2.13)

Essa nomeclatura matricial ser�a �util no Cap. 4, quando trataremos dos m�etodos

de otimiza�c~ao para recuperar um sinal originalx(n) a partir de uma vers~ao corrom-

pida por ru��do y(n).

2.2.2 A Transformada de Fourier de Tempo Curto

No caso da Transformada Discreta de Fourier, o sinalx(n) �e projetado em L amos-

tras cont��guas de L senoides complexas harmônicas. Isso faz com que informa�c~oes

temporais, tais como in��cio das notas tocadas, varia�c~oes r�apidas depitch e presen�ca

de intrumentos percussivos, sejam dilu��das na representa�c~ao. No caso da Transfor-

mada de Fourier de Tempo Curto, as senoides puras s~ao substitu��das por �atomos

localizados em tempo e em frequência [5].

Os �atomos f � k;j (n)gk;j s~ao constru��dos atrav�es de transla�c~oes no tempo e na

frequência de uma dada fun�c~ao janelah(n) com suporte compacto [12]. Assim, temos

� k;j (n) = Mbj Tkah(n), onde Tx �e o operador de deslocamento no tempo eM ! , o de

deslocamento na frequência, ou seja,Txh(n) = h(n � x) e M ! h(n) = h(n)ei2�n!=L ,

resultando em� k;j (n) = h(n � ka)ei2�nbj=L . Os parâmetrosa e b, com a; b 2 N,

est~ao relacionados �a amostragem no tempo e na frequência, respectivamente, ej =

0; : : : J � 1, k = 0; : : : ; K � 1, comKa = Jb = L.

Podemos pensar que a janelah(n) isola trechos consecutivos de amostras do sinal

x(n) para, em seguida, aplicarmos uma DFT deL amostras em cada segmento. O

salto entres os in��cios de cada trecho �e determinado pelo parâmetro a: quanto maior
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for a, maior ser�a este intervalo. Uma decima�c~ao tamb�em �e realizadano dom��nio

da frequência: somente algunsbins da DFT de L amostras s~ao retidos. O salto

em frequência est�a relacionado ao parâmetrob: quanto maior for b, menor ser�a o

n�umero de pontos armazenado. Se considerarmos que a janelah(n) tem N amostras,

o parâmetrob passa a ser determinado porb= L=N [16].

Seguindo a teoria desenvolvida at�e aqui, a de�ni�c~ao da Transformada de Fourier

de Tempo Curto (ou STFT) �e obtida por meio da decomposi�c~ao do sinal x(n) nos

�atomos f � k;j (n)gk;j do dicion�ario, ou seja,

X (k; j ) = ck;j ,
L � 1X

n=0

x(n)h(n � ka)e� i2�nbj=L : (2.14)

Para reconstruir o sinalx(n) a partir dos seus coe�cientesf ck;j gk;j , consideramos

que estes formam umframe apertado e, assim, podemos utilizar a Eq. (2.7) para a

s��ntese [16].

A ideia por tr�as da STFT �e considerar que o sinal de �audio �e estacion�ario 4 dentro

do intervalo de tempo determinado porh(n) e, portanto, a an�alise por DFT de cada

trecho �e representativa [8]. Assim sendo, o n�umero de amostras N da janela exerce

uma grande in
uência na representa�c~ao tempo-frequencial resultante. Al�em disso,

quando janelamos um trecho de sinal ao multiplic�a-lo, no dom��nio do tempo, por

uma vers~ao deslocada deh(n), estamos, no dom��nio da frequência, convoluindo os

seus espectros [2]. Dessa forma, a informa�c~ao frequencial do sinal que obtemos

por meio da DFT �e misturada com a da janela.�E importante, portanto, entender

estes efeitos de forma que, manipulando os parâmetros da transformada (n�umero de

amostrasN , tipo de janelah(n) e parâmetroa), sejamos capazes de ameniz�a-los ou

lev�a-los em conta na interpreta�c~ao do resultado.

Se o valor deN utilizado �e relativamente pequeno, trechos mais curtos de si-

nal ser~ao analisados por vez. Por um lado, informa�c~oes temporais ser~ao bastante

precisas. Por outro, informa�c~oes frequenciais (como altura das notas) ir~ao se espa-

lhar na representa�c~ao. Da mesma forma, para um valor deN elevado, informa�c~oes

frequenciais ser~ao mais bem representadas que as temporais. Dizemos, ent~ao, que

para aumentar a resolu�c~ao frequencial5, devemos aumentar o n�umero de amostras

da janela de an�alise. Este compromisso �e formalmente delimitado pelo Princ��pio da

Incerteza [1].

Como foi dito, as resolu�c~oes temporal e frequencial da STFT dependem somente

da janelah(n) utilizada e, portanto, n~ao variam de acordo com sua posi�c~ao|ponto

(k; j )|no plano da representa�c~ao. Como explicado no Cap. 1, as parcelas \tonais"

4Um sinal �e considerado estacion�ario se seu conte�udo frequencial n~ao varia com o tempo.
5A resolu�c~ao se op~oe ao grau de espalhamento da representa�c~ao: uma boa resolu�c~ao frequencial

implica linhas bem de�nidas ao longo do eixo temporal.
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de sinais de m�usica s~ao geralmente modeladas por uma fundamental e suas par-

ciais harmônicas superiores. Assumindo que a fundamental varia com o tempo,

essa varia�c~ao se torna mais acentuada para as parciais superiores e, consequente-

mente, o intervalo de tempo no qual podemos consider�a-las estacion�arios diminui.

O ideal �e adequar a dura�c~ao deh(n) �a dura�c~ao do evento que queremos analisar, ou

seja, utilizar um n�umero de amostrasN menor para altas frequências (resultando

em maior resolu�c~ao temporal) e maior para baixas (resultando em maior resolu�c~ao

frequencial) [2].

A STFT �e amplamente utilizada na an�alise de sinais de m�usica [11], apesar das

limita�c~oes expostas. A ideia neste trabalho �e justamente estudar representa�c~oes

alternativas para a an�alise destes sinais que procurem reduzir o efeito de tais li-

mita�c~oes. A TransformadaFan Chirp (ou FChT), que ser�a explicada no Cap. 3, leva

em considera�c~ao que a fundamental pode variar dentro do trecho de sinal analisado

e, assim, busca evitar perda de resolu�c~ao nas parciais superiores. J�a a Transformada

de Q Constante, que ser�a explicada a seguir, permite quebins de frequências dife-

rentes possuam resolu�c~oes temporais diferentes, o que buscaequilibrar a esparsidade

da representa�c~ao como um todo.

2.2.3 A Transformada de Q Constante

As frequências da escala de temperamento igual de 12 tons representam as altu-

ras das notas musicais presentes na m�usica ocidental. Por serem geometricamente

espa�cadas, n~ao s~ao, muitas vezes, corretamente mapeadasnas componentes frequen-

ciais utilizadas na DFT, que apresentam um espa�camento linear [3]. A proposta da

Transformada deQ Constante �e �xar a raz~ao entre frequência central e resolu�c~ao e,

assim, permitir que componentes distintos passem a ter resolu�c~oes diferentes.

Na DFT, cada bin j corresponde a uma frequência anal�ogicaf j = j
N f s, sendo

N o n�umero de pontos da janela de an�alise (considerando o contexto da STFT) e

f s, a taxa de amostragem do sinalx(n). Aqui, de�nimos a resolu�c~ao dobin j como

sendo o espa�camento entre as frequências correspondentesadjacentes, ou seja,

� DFT
j = f j +1 � f j

=
j + 1

N
f s �

j
N

f s

=
f s

N
: (2.15)

Percebemos que esta �e constante, o que signi�ca que, para um dado valor de N

e uma nota com frequênciaf , a resolu�c~ao da DFT ir�a corresponder a f s
fN 100% da

frequência escolhida. Para frequências baixas (f pequeno), esse valor pode ser maior

que a separa�c~ao frequencial de 6% entre duas notas adjacentes da escala temperada
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e levar, portanto, �a perda de informa�c~ao [3].

A CQT utiliza frequências centrais geometricamente espa�cadas da forma

f j = f min 2
j
B ; (2.16)

onde B �e o n�umero de bins por oitava, f min , a menor frequência considerada ef j

varia de f min at�e uma frequênciaf max abaixo da de Nyquist.

A resolu�c~ao para aj -�esima componente frequencial passa a ser, portanto,

� CQT
j = f j +1 � f j

= f min 2
j
B (2

1
B � 1)

= f j (2
1
B � 1): (2.17)

Assim, a raz~ao entre a frequênciaf j e a sua resolu�c~ao �CQT
j �e dada por

Q ,
f j

� CQT
j

= (2
1
B � 1)� 1; (2.18)

que �e constante e, da��, o nome \Transformada deQ Constante". Com as escolhas

apropriadas def min e B, frequências centraisf j podem vir a corresponder a alturas

de notas musicais em uma escala de temperamento igual.

A express~ao para o c�alculo da CQT pode ser obtida a partir da de�ni�c~ao da

STFT. Como vimos, a resolu�c~ao dosbins da DFT �e inversamente proporcional ao

tamanho N da janela. Para que o valor deQ de�nido acima seja constante, �e ne-

cess�ario, portanto, queN varie inversamente com a frequência centralf j , resultando

em

N j =
�

f s

f j
Q

�
: (2.19)

Al�em disso, a frequência digital daj -�esima componente passa, agora, a ser dada por

2�Q=N j . A partir da Eq. (2.14), chegamos �a de�ni�c~ao da CQT dada por [3]:

X (k; j ) = ck;j ,
1

N j

L � 1X

n=0

x(n)hj (n � ka)e� i2�nQ=N j ; (2.20)

onde j�a realizamos a substitui�c~ao do parâmetrob por b = N=L, hj (n) �e a janela de

an�alise comN j amostras ej = 0; 1; : : : ; �J , com

�J =
�

B log2

�
f max

f min

��
: (2.21)

Aqui, os �atomos de tempo-frequência s~ao dados por� k;j (n) = (1 =Nj )hj (n �

ka)ei2�nQ=N j . A divis~ao por N j �e uma normaliza�c~ao da janelahj (n), j�a que seu
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n�umero de amostras varia com obin j .

De acordo com a de�ni�c~ao dada pela Eq. (2.20), podemos interpretar que, assim

como na STFT, o sinal �e primeiramente dividido em trechos para, em seguida, apli-

carmos a transforma�c~ao. O salto entre trechos �e, novamente, dado pelo parâmetro

a. Consideramos, aqui, que cada trecho possuiN0 amostras, que �e o n�umero de

amostras corresponde �a analise dobin j = 0. Para cada bin de frequência h�a, no

entanto, um tamanho de janela diferente. Como consequência, para as oitavas su-

periores, pode haver uma lacuna na an�alise se o valor dea n~ao for su�cientemente

pequeno.

Em [14], o saltoa entre os trechos de sinal �e vari�avel com obin j de frequência.

Dessa forma, al�em de solucionarmos o problema das lacunas na an�alise, reduzimos

a complexidade computacional da transformada. Neste caso, menos instâncias da

CQT para baixas frequências s~ao necess�arias, j�a que o n�umero de amostras das

janelas utilizadas �e maior. Em contrapartida, a estrutura geradapor esse novo

c�alculo n~ao pode ser organizada na forma de uma matriz, como na Eq. (2.13). Por

isso, a solu�c~ao adotada aqui �e comprometer o tempo de processamento tornandoa

constante e com valores entre 0< a � NJ =2, ondeNJ �e o n�umero de amostras da

janela correspondente aobin de maior frequência, em prol do alinhamento temporal

de todos osbins.

2.3 Recupera�c~ao Esparsa

A ideia desta se�c~ao �e apresentar os principais conceitos por tr�as das t�ecnicas de

recupera�c~ao esparsa de sinais de �audio. Aqui, queremos encontrar os coe�cientes de

expans~aoc a partir da decomposi�c~ao do sinalx em um dicion�ario � redundante.

Neste caso, h�a in�nitas possibilidades para determinarc e devemos de�nir, como

mencionado anteriormente, um crit�erio que nos ajude nessa escolha. O crit�erio

utilizado ser�a o de esparsidade.

Agora, vamos utilizar um modelo para o sinal de �audio que admita a presen�ca

de ru��do. Temos, assim,

x = �c + e; (2.22)

onde e �e o ru��do aditivo. Recapitulando, temos quex 2 RL , � 2 CL � P , c 2 CP ,

com P = JK , e e 2 RL .

De�nimos kck0 = # f l jcl 6= 0g como a cardinalidadel0 de c6. Esta pode ser

interpretada como um crit�erio de esparsidade, j�a que mede o n�umero de componentes

n~ao-nulos dec. Assim, quanto menor forkck0, mais esparso ser�ac. Dizemos quex

6Genericamente, de�nimoskckp =
�

P

l
jcl jp

� 1=p

como sendo a normalp do vetor c.
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�e uma recupera�c~ao esparsa no dicion�ario� sekck0 � L [13].

Podemos, com isso, pensar em resolver o seguinte problema:

ĉ = arg min
c

�
1
2

kx � �c k2
2 + � kck0

�
; (2.23)

onde o parâmetro� �e maior que zero e controla o grau de regulariza�c~ao, ou seja, o

compromisso entre o erro de aproxima�c~ao e a esparsidade da solu�c~ao. Quanto maior

for � , maior ser�a o peso que o segundo termo ir�a exercer na otimiza�c~ao e obteremos,

portanto, coe�cientesĉ mais esparsos.

Para encontrar uma solu�c~aôc podem ser utilizados algoritmos gananciosos, como

o Matching Pursuit e suas varia�c~oes [13]. Outra op�c~ao �e relaxar o crit�erio de espar-

sidade dec, permitindo que componentes pequenos, por�em n~ao-nulos, n~ao tenham

grande in
uência na medida. Isso �e feito substituindo-se a cardinalidade l0 por uma

fun�c~ao f (c) : CP 7! R que me�ca esparsidade segundo este novo crit�erio. A Eq. (2.23)

se torna, ent~ao,

ĉ = arg min
c

�
1
2

kx � �c k2
2 + �f (c)

�
: (2.24)

Normas lp, com 0< p � 1, s~ao boas op�c~oes paraf (c), j�a que estas promovem

esparsidade [13]. A minimiza�c~ao da Eq. (2.24) para o caso espec���co em quep = 1 �e

conhecido na literatura comoBasis Pursuit [17] ou LASSO (do inglês,Least Absolute

Shrinkage and Selection Operator) [18]. Utilizar a norma `1 �e conveniente pois, al�em

de promover esparsidade, leva a um problema convexo e que, portanto, pode ser

solucionado por t�ecnicas j�a desenvolvidas de otimiza�c~ao convexa [13].

A seguir, descrevemos uma t�ecnica chamada Limiariza�c~ao Iterativa [19] que

obt�em os coe�cientesĉ para uma fun�c~ao f (c) gen�erica. Analisamos, tamb�em, a

solu�c~ao parap = 1.

2.3.1 Limiariza�c~ao Iterativa

Abordamos, primeiramente, o caso em que o dicion�ario� forma uma base ortonor-

mal para, em seguida, extrapolarmos o resultado obtido para o caso sobrecompleto.

O primeiro passo �e reescrever a Eq. (2.24) da forma

ĉ = arg min
c

�
1
2

k� (� � 1x � c)k2
2 + �f (c)

�
: (2.25)
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J�a supondo que� forma uma base ortonormal, utilizamos o teorema de Parseval e

a igualdade� � 1 = � H para obter

ĉ = arg min
c

�
1
2

k� Hx � ck2
2 + �f (c)

�

= arg min
c

(
X

l

�
1
2

(� H
l x � cl )2 + �f (cl )

� )

; (2.26)

onde escrevemos� em fun�c~ao das suas colunas� l como na Eq. (2.2). Al�em disso,

consideramos que a fun�c~aof (c) �e aplicada a cada elementocl de c separadamente.

Pela Eq. (2.26), podemos perceber que o problema original de otimiza�c~ao dado

pela Eq. (2.24) foi fatorado em problemas escalares que podem, portanto, ser solu-

cionados individualmente. Derivando a express~ao acima em rela�c~ao a cl e igualando

o resultado a zero, temos

� � H
l x + ĉl + �

df (ĉl )
dĉl

= 0; (2.27)

o que nos leva a

ĉl + �
df (ĉl )

dĉl
= � H

l x: (2.28)

Aplicando a transforma�c~aoS� (�), com

S� 1
� (u) = u + �

df (u)
du

; (2.29)

dos dois lados da equa�c~ao, obtemos

ĉl = S� (� H
l x): (2.30)

Para o caso em quep = 1, temos

S� 1
� (u) = u + � sign(u) (2.31)

e, portanto,

S� (u) = sign(u) max(0; juj � � ): (2.32)

Este m�etodo chama-se limiariza�c~ao suave [13]. Os valores abaixode um limiar �

s~ao zerados e os demais s~ao gradualmente ponderados a partir de zero, evitando

descontinuidades. No limite em quep ! 0, a limiariza�c~ao torna-se r��gida, o que

signi�ca que valores acima do limar s~ao mantidos, enquanto que os valores abaixo,

descartados. Isso �e ilustrado na Fig. 2.1.

Para realizar a limiariza�c~ao com um dicion�ario sobrecompleto, um algoritmo
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�
� �

� H
l x

cl

Figura 2.1: Curvas de limiariza�c~aocl = S� (� H
l x) para os casosp = 1 e p ! 0 (curva

tracejada).

iterativo, chamado de limiariza�c~ao iterativa [19], foi proposto. Aideia �e, novamente,

separar o problema de otimiza�c~ao original em problemas unidimensionais para, em

seguida, trat�a-los individualmente.

Assumimos que os coe�cientes nan-�esima itera�c~ao s~ao dados porc(n) e que todos

os seus elementos est~ao �xos, com a exce�c~ao dal-�esima entrada c(n)
l . Queremos,

ent~ao, estimar um novo valorw tal que w = c(n+1)
l . Para isso, minimizamos

ŵ = arg min
w

�
1
2

kx � (�c (n) � � lc
(n)
l + � lw)k2

2 + �f (w)
�

; (2.33)

onde retiramos a contribui�c~ao dol� �esimo elemento c(n)
l e acrescentamos a nova

estimativa w. Derivando a express~ao em rela�c~ao aw e igualando o resultado a zero,

obtemos

ŵ + �
df (ŵ)

dŵ
= c(n)

l + � H
l (x � �c (n)); (2.34)

onde consideramos quek� lk
2
2 = 1. �E poss��vel perceber que a equa�c~ao acima �e da

mesma forma que a Eq. (2.28) e pode, portanto, ser resolvida por um operadorS� (�)

de limiariza�c~ao. Para cada itera�c~ao, esse c�alculo �e realizado para todos os elementos

l de c. Esse processo �e repetido at�e a convergência.

O algoritmo de limiariza�c~ao iterativa discutido aqui [19] �e uma das poss��veis

abordagens para solucionar este problema. Este, no entanto, apresenta uma con-

vergência lenta, j�a que requer que cada elementocl seja atualizado por vez [13].

Uma solu�c~ao �e paralelizar o c�alculo dos coe�cientes dec, como �e feito em [20]. Este

algoritmo chama-se ISTA (do inglês,Iterated Soft-Thresholding Algorithm). A sua

vers~ao r�apida, chamada FISTA (do inglês,Fast ISTA) e ilustrada em [21], ser�a a

utilizada neste trabalho.
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2.3.2 Aproxima�c~oes Estruturadas

No procedimento apresentado at�e agora, n~ao levamos em considera�c~ao interde-

pendências dos elementos dec no processo de minimiza�c~ao. Este, no entanto, n~ao �e

o caso para muito sinais. Para sinais de �audio, por exemplo, vemos claramente um

padr~ao vertical (ou horizontal) na sua representa�c~ao tempo-frequência quando o sinal

�e composto prioritariamente por parcelas aproximadamente senoidais (ou aproxima-

damente impulsivas, respectivamente). A ideia aqui �e incorporar informa�c~oes sobre

propriedades estruturais dos coe�cientesc por meio do conceito de vizinhan�ca [12],

que ser�a apresentado no Cap��tulo 4.

2.4 Considera�c~oes Finais

Neste cap��tulo apresentamos os principais conceitos matem�aticos importantes para

o entendimento da disserta�c~ao em geral.

Abordamos a teoria de decomposi�c~oes atômicas e descrevemosduas ferramentas

amplamente utilizadas na an�alise de sinais de �audio dentro deste contexto. S~ao elas

a Transformada de Fourier de Tempo Curto (ou STFT) e a Transformada de Q

Constante (ou CQT). Tratamos, tamb�em, das principais diferen�cas entre as duas

transformadas.

Em seguida, introduzimos a teoria por tr�as da recupera�c~ao esparsa de sinais a

partir de dicion�arios sobrecompletos. Falamos do conceito de limiariza�c~ao suave e

do algoritmo de limiariza�c~ao iterativa para representa�c~oes redundantes. Por �m,

abordamos brevemente a ideia das aproxima�c~oes estruturadas.
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Cap��tulo 3

A Transformada Fan Chirp

3.1 Considera�c~oes Iniciais

No cap��tulo anterior, falamos sobre as principais t�ecnicas utilizadas na representa�c~ao

tempo-frequencial de sinais de �audio e suas limita�c~oes. No caso da STFT, como foi

dito, consideramos que o sinal �e estacion�ario para intervalos curtos de tempo. Assim

sendo, uma an�alise por meio da DFT seria capaz de representar de forma acurada as

componentes frequenciais de cada trecho. Essa aproxima�c~ao,no entanto, pode n~ao

ser apropriada para representar sinais de m�usica, que podem apresentar varia�c~oes

r�apidas signi�cativas em frequência.

A Transformada Fan Chirp (FChT), inicialmente apresentada em [22], prop~oe

modelar a frequência fundamental (juntamente com as parciais harmônicas superi-

ores) de um sinal como uma fun�c~ao linear no tempo. Em [8], a FChT foi aplicada a

sinais de m�usica por meio da TransformadaFan Chirp de Tempo Curto (STFChT).

Com ela, agora consideramos que, para intervalos de curta dura�c~ao, a fundamental

do sinal pode variar linearmente com o tempo. Essa mudan�ca permite representa�c~oes

tempo-frequenciais mais esparsas, especialmente nas parciais superiores.

Uma extens~ao natural do m�etodo �e permitir que a frequência fundamental do

sinal varie quadraticamente com o tempo [23]. Essa mudan�ca �e especialmente rele-

vante para sinais de �audio cujas varia�c~oes em frequência s~aoacentuadas em curtos

per��odos de tempo, como �e o caso de vibratos r�apidos e canto tirolês (iodelei, do

alem~ao,Jodeln). O modelo n~ao linear leva a uma maior esparsidade na repre-

senta�c~ao e, assim, possibilita aperfei�coar t�ecnicas como sistemas de detec�c~ao de

melodia, redu�c~ao de ru��do e separa�c~ao de fontes.

Para que possamos modelar a fundamental como uma fun�c~ao (linear ou n~ao),

precisamos de informa�c~ao a priori sobre a sua varia�c~ao ao longo do tempo. Essa

informa�c~ao �e obtida por meio do c�alculo da saliência para cada poss��vel fundamental

presente no sinal [8]. O procedimento utilizado �e descrito em [24]. A ideia aqui �e,
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para cada frequência candidata, acumular a energia do espectronas frequências

correspondentes �as suas parciais harmônicas. Assim sendo, espera-se que os maiores

picos equivalham �as verdadeiras fundamentais do sinal.

Essa abordagem �e a mais comumente utilizada na literatura. Por�em, como uti-

liza informa�c~ao de energia, ela apresenta sensibilidade ao timbre das fontes sonoras

existentes no sinal. Em [25], o c�alculo da saliência se baseia apenas nas localiza�c~oes

frequências das poss��veis fontes, obtidas por meio de estima�c~ao de picos no espectro.

Cada pico �e avaliado e classi�cado como uma nova fundamental ou uma parcial de

uma fundamental existente. A proposta aqui �e adotar esta abordagem em vez da

cl�assica utilizada na implementa�c~ao original da FChT.

Para calcular a saliência das poss��veis fundamentais, consideramos que as par-

ciais correspondentes est~ao localizadas em m�ultiplos inteiros das suas frequências.

No entanto, instrumentos de corda, como o piano, apresentam umleve desvio de

frequência, percept��vel, principalmente, nas parciais superiores. Esta inarmonici-

dade est�a relacionada �as caracter��sticas f��sicas de uma cordan~ao ideal [26]. Assim

sendo, um modelo de inarmonicidade pode ser utilizado para melhorar aresolu�c~ao

da representa�c~ao tempo-frequencial de tais instrumentos.

Neste Cap��tulo iremos, primeiramente, apresentar a de�ni�c~ao formal da FChT

de acordo com [8]. Em seguida, as mudan�cas propostas ser~ao abordadas, sempre em

conjunto com exemplos de sinais sint�eticos para evidenciar as melhorias desejadas.

Na ordem, temos: a extens~ao do m�etodo existente para permitirque a frequência

fundamental do sinal varie quadraticamente com o tempo; uma nova forma para

o c�alculo da fun�c~ao de saliência que n~ao leva em considera�c~ao o timbre do instru-

mento; e a inser�c~ao de um modelo de inarmonicidade para sinais de �audio. Por �m,

apresentaremos os resultados obtidos para sinais de �audio reais.

3.2 De�ni�c~ao

A Transformada Fan Chirp de um sinal cont��nuo no tempox(t) �e de�nida em [8]

como

X (f; � ) ,

1Z

�1

x(t) 0
� (t)e� i2�f  � (t )dt; (3.1)

onde � (t) �e uma fun�c~ao de deforma�c~ao do tempo dada por

 � (t) =
�

1 +
1
2

�t
�

t: (3.2)
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Se �zermos a mudan�ca de vari�aveis� =  � (t) na Eq. (3.1), temos

X (f; � ) =

1Z

� 1=�

x( � 1
� (� ))e� i2�f � d�; (3.3)

onde � 1
� (t) �e dado por

 � 1
� (t) = �

1
�

+

p
1 + 2�t

�
(3.4)

e foi assumido quex(t) = 0 para t � � 1=� para evitar aliasing [22]. Da Eq. (3.3),

�e poss��vel perceber que a FChT �e a Transformada de Fourier dosinal x(t) defor-

mado no tempo pela fun�c~ao � 1
� (t). Dessa forma, ap�os uma discretiza�c~ao temporal

apropriada, a FChT pode ser calculada atrav�es de alguma implementa�c~ao r�apida da

Transformada de Fourier (algoritmo FFT) [8].

Pela Eq. (3.1), podemos dizer que a FChT consiste na decomposi�c~ao do sinalx(t)

em um dicion�ario composto por elementosf � k(t)gk , onde � k(t) =  0
� (t)ei2� k

T  � (t ) ,

comk 2 Z. Aqui, consideramos uma grade discreta de frequências e que� k(t) possui

suporte compacto localizado emt 2
�
 � 1

� (� T
2 );  � 1

� ( T
2 )

�
. Calculando a proje�c~ao de

um chirp linear xc(t; f 0) = e i2�f 0  � (t ) em � k(t), obtemos1

hxc(t; l=T ); � k(t)i =
1
T

 � 1
� ( T

2 )Z

 � 1
� (� T

2 )

 0
� ei2� l � k

T  � (t )dt

=
1
T

T
2Z

� T
2

ei2� l � k
T � d�

= � (l � k); (3.5)

coml 2 Z .Isso signi�ca que a FChT �e capaz de representarchirps lineares de forma

maximamente esparsa [8].
�E importante ressaltar que quando o sinalx(t) �e janelado, o resultado presente

na Eq. (3.5) deixa de ser v�alido. Como na pr�atica �e isto que ocorre, queremos que,

dada uma janelah(t), a TransformadaFan Chirp dexc(t; f 0) seja igual a um impulso

convolu��do com a Transformada de Fourier deh(t). Assim sendo, para permitir esta

condi�c~ao, rede�nimos a FChT de um sinalx(t) como [8]

X h(f; � ) =

1Z

�1

x(t)h( � (t))  0
� (t)e� i2�f  � (t )dt: (3.6)

Consideramos, agora, um sinal constitu��do porL chirps harmônicos, ou seja

1Note que para que esta express~ao seja verdadeira, �e necess�ario considerar queT � 1
� .
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xch(t; f 0; L) =
P L

l=1 ei2�lf 0  � (t ) . Percebemos que todos os componentes possuem a

mesma taxa de inclina�c~ao� e, portanto, suas representa�c~oes por meio da FChT ser~ao

igualmente esparsas. Assim sendo, a geometria da transformada parece adequada

para representar sinais de �audio, contanto que estes sejam compostos, essencial-

mente, por uma fundamental e parciais harmônicas superiores.

3.3 Implementa�c~ao

A implementa�c~ao �e feita em trechos curtos (variando entre 20 e100 ms) consecutivos

do sinal de an�alise amostrado,x(n). Esse procedimento �e denominado de Transfor-

mada Fan Chirp de Tempo Curto (STFChT). Assim, como j�a foi dito, tomamos

como v�alida a aproxima�c~ao da fundamental do sinal por umchirp linear dentro de

cada janela.

O primeiro passo na implementa�c~ao da FChT �e a deforma�c~ao linear causada

por  � 1
� (t), como visto na Eq. (3.3). Agora, estamos lidando com sinais discretos

no tempo e, portanto, este passo �e implementado por meio de uma reamostragem

n~ao-linear. Como s�o temos acesso �as amostras nos instantes de tempo nTs, onde

Ts �e o per��odo de amostragem, uma interpola�c~ao �e realizada [8]. Note que, aqui,

�e necess�ario um valor pr�e-estabelecido do parâmetro� . A seguir, a FFT do sinal

deformado no tempo �e calculada.

A etapa de estima�c~ao do parâmetro� �e essencial, j�a que a resolu�c~ao da repre-

senta�c~ao resultante depende de uma estimativa precisa dele. Caso contr�ario, os

coe�cientes da representa�c~ao tendem a se espalhar, pois o modelo utilizado j�a n~ao �e

mais v�alido para o (trecho do) sinal de an�alise. Em outras palavras, a proje�c~ao de

(um trecho de) x(n) sobre oschirps lineares n~ao ser�a esparsa, j�a que n~ao ser�a mais

poss��vel represent�a-lo com apenas um (ou poucos) elementos da base.

Para estimar � , realizamos uma busca exaustiva por valores poss��veis de

frequência fundamentalf 0 e taxa de inclina�c~ao� . Uma fun�c~ao � (f 0; � ), chamada

de plano de saliência, �e criada para auxiliar neste processo. Estafun�c~ao consiste

em uma acumula�c~ao da energia do espectro2 nas frequências harmônicas def 0 para

cada par (f 0; � ) poss��vel. Sef 0 corresponder �a uma fundamental existente, ent~ao a

energia em suas parciais harmônicas �e signi�cativa e, consequentemente, um maior

valor de � (f 0; � ) �e esperado. Da mesma forma, para o valor correto de� , a esparsi-

dade do espectro ser�a m�axima e, consequentemente, o valor de� (f 0; � ). Para outros

valores de� , a energia nas parciais harmônicas, que antes era bem concentrada, se

espalharia entrebins de frequência adjacentes.

O procedimento para o c�alculo de� , retirado de [8], �e descrito a seguir.

2Aqui, consideramos o espectro como sendo a magnitude da FChT do sinal de an�alise.
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1. Primeiramente, v�arias instâncias da FChT para valores pr�e-determinados de

� s~ao calculadas.

2. A seguir, um grid de frequências fundamentais �e de�nido e, para cada

frequênciaf 0 e cada FChT calculada no passo anterior, a soma dos logaritmos

das amplitudes das suas parciais harmônicas �e calculada como em3

� (f 0; � ) =
1

nH

nHX

i =1

logjX (if 0; � )j; (3.7)

ondeX (f; � ) �e a FChT e nH �e um n�umero pr�e-determinado de parciais. Nesta

parte, uma etapa de p�os-processamento �e realizada de forma aminimizar a am-

biguidade gerada por m�ultiplos e subm�ultiplos das frequências fundamentais

presentes no sinal [8].

3. Teremos, assim, um plano denso� (f 0; � ) que ir�a concentrar energia em alguns

pontos (f 0; � ), representando a presen�ca de uma fonte de �audio com frequ^encia

fundamental f 0 subindo (ou descendo) a uma taxa dej� j Hz.

4. Selecionamos, para cada frequênciaf 0, o maior valor de� (f 0; � ), resultando

em uma fun�c~ao de saliência �� (f 0). Os picos de �� (f 0) representam, como foi

dito no item anterior, as fontes sonoras. Destes, podemos estimar o parâmetro

� para cada fonte.

Na pr�atica, n~ao h�a um valor correto de � , j�a que o modelo proposto �e uma

aproxima�c~ao de primeira ordem da frequência fundamental. Al�em disso, por raz~oes

de complexidade, apenas um n�umero �nito de valores �e testado. Essas simpli�ca�c~oes

introduzem pequenos erros na estima�c~ao de� .
�E importante ressaltar tamb�em que, no caso de um sinal polifônico, s�o �e poss��vel

selecionar um valor de� dentre os obtidos. Dessa forma, a FChT calculada �e

ajustada para representar com maior precis~ao somente uma (a mais proeminente)

das fontes harmônicas presentes, prejudicando a representa�c~ao das demais [8].

A representa�c~ao tempo-frequencial desejada �e proporcionada pela STFChT, que

�e obtida pela concatena�c~ao das FChTs dos segmentos de sinal previamente calcu-

ladas. Ao concatenar as fun�c~oes de saliência �� (f 0) de cada trecho, geramos uma

representa�c~ao tempo-frequencial alternativa conhecida como F0grama, que mostra

a evolu�c~ao temporal dopitch de todos os tons harmônicos presentes em um sinal de

m�usica [8]. Essa representa�c~ao pode fornecer informa�c~oes relevantes sobre os valores

de � estimados.
3Na pr�atica, a implementa�c~ao �e feita substituindo-se o termo log jX (if 0; � )j por

log(
 jX (if 0; � )j + 1), onde inserimos um controle de esparsidade por meio do parâmetro 
 [8].
Os resultados reportados correspondem a
 = 10.
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3.4 Deforma�c~ao N~ao-Linear

3.4.1 Proposta

A frequência fundamental de um sinal de m�usica pode, �as vezes, apresentar r�apidas


utua�c~oes em um curto per��odo de tempo. Nesse caso, a sua aproxima�c~ao por

uma fun�c~ao linear n~ao seria apropriada, enquanto escolher um modelo n~ao-linear

que permitisse modelar maiores varia�c~oes em frequência poderiaresultar em uma

transforma�c~ao mais esparsa. Aqui, escolhemos um polinômio de segunda ordem

para aproximar a fundamental.4

A Fig. 3.1 mostra um exemplo da varia�c~ao da frequência fundamental ao longo

do tempo da melodia principal de um excerto de �opera, onde zeros representam

ausência de notas.�E poss��vel notar que o sinal analisado apresenta r�apidas 
utua�c~oes

em frequência e, como mencionado anteriormente, uma fun�c~aolinear pode n~ao ser

apropriada para modelar tais varia�c~oes. Estas s~ao caracterizadas, neste caso, pela

presen�ca de vibratos, como nos instantest � 2; 7 s et � 1; 4 s, e mudan�cas cont��nuas

entre notas, como nos instantest � 2; 3 s et � 5; 1 s. Naturalmente, as varia�c~oes

ocasionadas pelas interrup�c~oes da melodia principal, como nos instantes t � 1; 3 s e

t � 3; 6 s, n~ao s~ao de interesse para a representa�c~ao.
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Figura 3.1: Frequência fundamental de um sinal de �opera (gr�a�co acima) e a apro-
xima�c~ao quadr�atica, tracejada em vermelho, para um trecho de 100 ms de sinal de
�audio, em azul (gr�a�co abaixo).

Agora, adicionamos um terceiro termo �a Eq. (3.2) de forma a melhorar a repre-

senta�c~ao da evolu�c~ao da frequência fundamental do sinal de an�alise. Isso signi�ca

que as componentes frequenciais presentes no sinal poder~ao secomportar como um

4A ideia original de utilizar uma deforma�c~ao n~ao-linear se deve ao professor Pablo Cancela,
docente daUniversidad de la Rep�ublica (UDELAR), Uruguai. O desenvolvimento desta se�c~ao foi
realizado em conjunto ao Grupo de Procesamiento de�Audio (GPA) daquela universidade.
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chirp quadr�atico. O novo parâmetro � , chamado de curvatura, ser�a o respons�avel

por essa mudan�ca. A Eq. (3.2) se torna, ent~ao:

 �;� (t) =
�

1 +
1
2

�t +
1
3

�t 2

�
t: (3.8)

Note que, por essa de�ni�c~ao, a frequência instantânea passa a ser dada por

� (t) = f
d
dt

 �;� (t) = (1 + �t + �t 2)f; (3.9)

o que mostra que a frequência fundamental passar�a a ser aproximada por um po-

linômio de segunda ordem.

No caso da deforma�c~ao linear, assumimos que o sinalx(t) = 0 para t � � para

evitar aliasing. Neste caso, chegamos a tal conclus~ao ao analisarmos a Eq. (3.3),

obtida por meio da invers~ao de � (t), dada pela Eq. (3.4). Quando passamos para a

deforma�c~ao n~ao-linear, j�a n~ao temos uma f�ormula fechadapara a express~ao inversa

de  �;� (t). Futuramente devemos realizar uma an�alise mais detalhada das restri�c~oes

impostas ao sinalx(t) para este caso de forma a evitar oaliasing.

O pr�oximo passo �e procurar pelos valores num�ericos dos parâmetros� e � que s~ao

adequados para a representa�c~ao de sinais de �audio. Em seguida, devemos incorporar

o modelo n~ao-linear �a implementa�c~ao existente da FChT e analisaras mudan�cas

causadas na transforma�c~ao tempo-frequencial resultante.

3.4.2 Amostragem dos Parâmetros

Como foi dito, devemos primeiramente determinar quais s~ao os poss��veis valores que

� e � podem assumir. Para isso, foi utilizada uma base de dados do MIREX [27] que

cont�em excertos de �audio polifônico. Utilizamos, no total, 33 sinais desta base. Para

cada sinal, a frequência fundamental da melodia principal foi extra��da manualmente

(um exemplo �e o ilustrado na Fig. 3.1). Estes foram divididos em trechos de 100 ms5

e, em seguida, foi realizado um ajuste polinomial para encontrar osvalores de� e

� . �E importante ressaltar que a frequência fundamental deve ser normalizada no

centro do trecho (ou seja,t = 0 s) antes do c�alculo dos parâmetros, como pode ser

visto na Fig. 3.1 (gr�a�co inferior).

O conjunto de pares (�; � ) obtido foi utilizado para construir um histograma.

O alcance dos parâmetros selecionado foi de [� 4; 4] para � e de [� 50; 50] para �

e o n�umero de bins foi 22 para ambos. O resultado pode ser visto na Fig. 3.2.

5Como estamos interessados em acompanhar varia�c~oes depitch t��picas de sinais de �audio, um
intervalo de tempo consideravelmente maior que o padr~ao de 20 ms foi escolhido. Assim, consegui-
mos encontrar valores mais signi�cativos de� . Esperamos, com isso, ser capazes de utilizar trechos
de sinal maiores para o caso da deforma�c~ao n~ao-linear, diminuindo o espalhamento causado pelo
janelamento do sinal.
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Percebemos que a maioria dos valores de� e � se concentra no ponto (0; 0), mas

que ainda h�a uma quantidade consider�avel de energia no entorno.

A partir do histograma gerado, podem ser propostos diferentes tipos de amos-

tragem no espa�co de parâmetros com o objetivo de representar os valores mais

signi�cativos de � e � . Três exemplos podem ser vistos na Fig. 3.2. No primeiro

caso, a amostragem consiste em 23 pontos representando as duas principais dire�c~oes

do plano (�; � ): � = 0 e � = 0. No segundo caso, a amostragem consiste da primeira

adicionada de 12 pontos ao redor da origem (0; 0). No terceiro caso, a amostragem

consiste em uma elipse de 175 pontos em torno da origem englobando 90% dos va-

lores de� e � . Para o c�alculo da FChT realizamos uma busca exaustiva entre todas

as possibilidades de parâmetros e, assim, o n�umero de pontos na amostragem est�a

diretamente relacionada ao custo computacional. Isso determina aado�c~ao de um

n�umero restrito de valores para ambos os parâmetros.

avalores de 

b
va

lo
re

s 
de

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
-50

-40

-30

-20

-10

0

10

20

30

40

50

Figura 3.2: Exemplos de estrat�egias de amostragem: 1) a cruz formada por
triângulos pretos; 2) os pontos da cruz adicionados dos pontos indicados pelos qua-
drados pretos; e 3) as duas primeiras amostragens adicionadas dos pontos indicados
pelos c��rculos brancos. O histograma �e exibido em escala logar��tmica.

Ap�os a escolha de uma amostragem adequada, �e poss��vel prosseguir para a im-

plementa�c~ao.

3.4.3 Implementa�c~ao

A implementa�c~ao da FChT com deforma�c~ao n~ao-linear continuasendo na forma de

uma busca exaustiva. Agora, por�em, temos que realizar a busca para um conjunto

de pares (�; � ). Podemos pensar que esses pares formam uma matrizm � n, com

m = n = 22 bins e reorganiz�a-la como um vetor linha de 1� nm. Em seguida,

realizamos o mesmo procedimento explicado na Se�c~ao 3.3, onde calculamos um plano

denso� (f 0; 
 ), sendo
 o ��ndice do vetor linha obtido.
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3.4.4 Experimentos e resultados parciais

Aqui, iremos aplicar o modelo n~ao-linear proposto em um sinal sint�etico. Conhe-

cendo o comportamento do sinal gerado, podemos analisar o resultado obtido e

compar�a-lo ao te�orico esperado. A ideia �e justamente motivar ouso da modi�ca�c~ao

proposta. A aplica�c~ao em sinais reais ser�a feita na Se�c~ao. 3.7.

Utilizamos um sinal sint�etico harmônico modulado em frequência por uma se-

noide. O sinal possui, no total, 9 parciais harmônicas. Sua frequência fundamental

f 0(t) �e dada pela seguinte lei de forma�c~ao:

f 0(t) = f 1(1 � 21=12)sen(2�f 2t) + f 1;

onde f 1 �e a frequência central ef 2, a frequência de modula�c~ao. A express~ao resul-

tante para o sinalx(t) �e dada por

x(t) =
9X

h=1

cos (2�f 0(t)h) : (3.10)

Os seus valores foram escolhidos de forma a imitar um vibrato como geralmente

encontrado em interpreta�c~oes de voz cantada: 500 Hz e 6 Hz, respectivamente. A

frequência de amostragem �e de 44100 Hz.

A Fig. 3.3 mostra a magnitude das STFChTs do sinal escolhido para as de-

forma�c~oes linear (segunda coluna) e n~ao-linear (terceira coluna). A STFT para o

mesmo sinal tamb�em pode ser visto (primeira coluna). Três tamanhos de janela

de an�alise foram escolhidos para compara�c~ao: 1024 (primeira linha), 2048 (segunda

linha) e 4096 (terceira linha) amostras. Isso �e feito de forma a permitir uma com-

para�c~ao mais �na entre os m�etodos.
�E poss��vel perceber o efeito do tamanho escolhido da janela na resolu�c~ao das

frequências altas e baixas na STFT. Aumentar o tamanho da janelaresulta em uma

maior resolu�c~ao frequencial, notada como uma melhora na representa�c~ao das parciais

harmônicas inferiores, que variam mais lentamente com o tempo. Por outro lado,

diminuir o tamanho da janela resulta em uma maior resolu�c~ao temporal, notada

como uma melhora na representa�c~ao das parciais harmônicas superiores, que variam

mais rapidamente com o tempo. Esta �e uma quest~ao cl�assica quando lidamos com a

STFT6 e, como pode ser visto, seus efeitos s~ao suavizados ao utilizarmosa STFChT.

De fato, �e desej�avel ter o maior tamanho de janela poss��vel quando utilizamos a STF-

ChT, j�a que isso signi�ca um menor espalhamento em frequência devido ao processo

de janelamento. O limite superior �e de�nido pelo tipo de deforma�c~ao escolhido. O

tamanho da janela pode aumentar contanto que as varia�c~oes frequenciais presentes

6Como foi dito no Cap. 2, chama-se Princ��pio da Incerteza.
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Figura 3.3: STFT (primeira coluna), STFChTs com deforma�c~ao linear (segunda
coluna, L) e n~ao-linear (terceira coluna, NL) de um sinal sint�etico. Os seguintes
tamanhos de janela de an�alise foram utilizados: 1024 (primeira linha), 2048 (segunda
linha) e 4096 (terceira linha) amostras.

no intervalo de tempo de�nido ainda sejam aproximadas de forma adequada pelo

modelo selecionado. Por exemplo, quando aumentamos o tamanho dajanela para

4096 amostras, a deforma�c~ao linear j�a n~ao �e capaz de modelar a evolu�c~ao das par-

ciais harmônicas e a piora na resolu�c~ao pode ser vista especialmente nas regi~oes de

alta curvatura. Quando usamos a deforma�c~ao n~ao-linear, temos um grau de liber-

dade a mais para modelar as varia�c~oes da frequência fundamental e podemos, assim,

permitir que a janela de an�alise tenha um maior n�umero de amostras. No entanto,

�e importante ressaltar que o c�alculo da STFChT �e dependente doparâmetro � (e � ,

para o caso n~ao linear). Estes devem ser corretamente estimados de forma a gerar

uma representa�c~ao esparsa.

A representa�c~ao obtida com a deforma�c~ao n~ao-linear, comovista na Fig. 3.3,

possui uma maior esparsidade se comparada �a obtida com a deforma�c~ao linear,

especialmente ao redor de picos e vales dos contornos das parciais.�E evidente, assim,

que um modelo de ordem maior �e capaz de aproximar as varia�c~oes em frequência

com mais detalhe. Alguns artefatos podem ser vistos nesta representa�c~ao por causa

da estima�c~ao de� e � em um conjunto discreto de valores.

Tal comportamento tamb�em pode visualizado nos F0gramas correspondentes,

mostrados na Fig. 3.4. Como anteriormente, as representa�c~oes obtidas com de-

forma�c~oes linear (coluna da esquerda) e n~ao-linear (coluna da direita) foram gera-

das utilizando tamanhos de janela de 1024 (primeira linha), 2048 (segunda linha) e

4096 (terceira linha) amostras. A fundamental, estimada como sendo a frequência
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correspondente ao m�aximo do F0grama para cada instante de tempo, �e ilustrada

em branco por cima do F0grama original. A resolu�c~ao tempo-frequencial da re-

presenta�c~ao tem um impacto consider�avel na acur�acia da estima�c~ao da frequência

fundamental. Em particular, para o caso com deforma�c~ao linear etamanho de janela

de 4096 amostras, o m�etodo falha em seguir corretamente o contorno da frequência

fundamental real.
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Figura 3.4: F0gramas para as STFChTs com deforma�c~ao linear (primeira coluna,
L) e n~ao-linear (segunda coluna, NL) de um sinal sint�etico. Os seguintes tamanhos
de janela de an�alise foram utilizados: 1024 (primeira linha), 2048 (segunda linha) e
4096 (terceira linha) amostras.

3.5 Fun�c~ao de Saliência Independente do Timbre

3.5.1 Proposta

A fun�c~ao de saliência, dada uma taxa de inclina�c~ao� , at�e ent~ao utilizada �e calcu-

lada pela Eq. (3.7). Como foi dito, para uma frequência fundamental f 0, o resultado

ser�a, essencialmente, a soma da energia das FChTs nas frequências harmônicas

de f 0. Como consequência, o valor obtido ser�a dependente do timbre do instru-

mento [25], j�a que este est�a diretamente relacionado com a energia presente nas

parciais harmônicas. O logaritmo presente na express~ao procura \plani�car" o es-

pectro X (f; � ) de forma a torn�a-lo mais robusto �as varia�c~oes de timbre.

Aqui, partimos de uma fun�c~ao de saliência alternativa, retiradade [25]. O

c�alculo, agora, deixa de considerar a informa�c~ao de energia e passa a utilizar in-

forma�c~ao de localiza�c~ao frequencial. Para isso, os picos do espectro s~ao estimados e,
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em seguida, a possibilidade de cada um deles ser uma parcial de alguma fundamen-

tal j�a existente �e avaliada. Isso �e feito de�nindo uma medida de desvios te�oricos em

rela�c~ao �as frequências das notas de uma escala igualmente temperada de 12 notas.

A Fig. 3.5 mostra, em linha cont��nua, a localiza�c~ao frequencial dasfrequências

fundamentais de tal escala para uma frequência de referência de f ref = 440 Hz7. Em

linha tracejada, vemos a frequência da nota C4 (f C4 = 261; 6 Hz e n�umero de nota

MIDI i = 60) e suas parciais harmônicas superiores.�E poss��vel perceber que h�a

uma diferen�ca entre as localiza�c~oes das notas que comp~oem a escala e das parciais

harmônicas da nota C4: elas n~ao est~ao perfeitamente alinhadas. Por exemplo, para

a s�etima parcial, notamos que ela est�a ligeiramente deslocada paraa esquerda em

rela�c~ao �a nota correspondente ao n�umero MIDIi = 95. Da mesma forma, esse

desvio est�a presente em quase todas as demais parciais def C4. Com isso, criamos

uma sequência te�orica de desvios a ser comparada com uma observada calculada a

partir dos picos detectados do espectro.

Fundamentais (|) e Frequências Harmônicas de C4 ({ {)

f C4

f

60 70 80 90 9575 85

1 2 3 4 5 6 7

N�umero MIDI

Parcial Harmônica

Figura 3.5: Localiza�c~ao frequencial das fundamentais da escala igualmente tempe-
rada para uma frequência de referência de 440 Hz (em linha cont��nua) e localiza�c~ao
frequencial das parciais harmônicas para uma fundamental de 261,6 Hz (em linha
tracejada).

A Fig. 3.6 mostra o diagrama de blocos do m�etodo proposto. O sinal de entrada

x(n), como foi dito no Cap��tulo 2, possuiL amostras, ou seja,n = 0; 1; : : : ; L � 1.

Neste trabalho, iremos sempre considerar quex(n) �e um sinal discreto de �audio.

A primeira etapa �e calcular a transformada tempo-frequencial dex(n), X (k; j ).

Novamente,k representa o eixo temporal e adota os valoresk = 0; 1; : : : ; K � 1, e j

representa a informa�c~ao frequencial e adota os valoresj = 0; 1; : : : ; J � 1. O n�umero

de amostras da janela de an�aliseh(n) utilizado �e N . Inicialmente, consideramos o

uso de uma transforma�c~ao gen�erica. A inclus~ao da fun�c~ao de saliência proposta na

STFChT ser�a abordada na Se�c~ao 3.5.3.

7As frequências s~ao obtidas por meio da express~aof i = f ref 2
i

12 .
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O pr�oximo passo �e a estima�c~ao dos picos da transformada, resultando em

P(k; p), com p = 0; 1; : : : ; P � 1. Para cada quadrok0, temos P(k0; p) =

f (f 0(k0); a0(k0)) ; (f 1(k0); a1(k0)) ; : : : ; (f P � 1(k0); aP � 1(k0))g, onde f p(k) e ap(k) s~ao

a frequência e a magnitude do picop referente ao quadrok, respectivamente. Se-

lecionamosP = 80 picos por quadro. O m�etodo utilizado para a detec�c~ao de picos

foi retirado de [11]. De�nimos um pico como um m�aximo local. Assim, na etapa

de detec�c~ao de picos, consideramos que a magnitude de um pico �em�axima em um

certo alcance de frequências e, al�em disso, maior que um dado limiar. Para chegar

ao valorP = 80 escolhido, diminu��mos o limiar (come�cando do maior valor da mag-

nitude do espectro) at�e queP � 80. Selecionamos, em seguida, os 80 picos com as

maiores magnitudes. Para aumentar a resolu�c~ao frequencial dos picos encontrados,

fazemos uma interpola�c~ao parab�olica com obin correspondente ao pico e os seus

bins adjacentes [11].

A proposta de [25] para a etapa de detec�c~ao de picos se limita ao procedimento

descrito acima. No entanto, a escolha dos picos como �e feita leva emconsidera�c~ao

a magnitude do espectro do sinal sob an�alise, o que, devido �a natureza do sinal,

geralmente decai com o aumento da frequência. As parciais harm^onicas superiores,

portanto, est~ao em clara desvantagem na etapa de detec�c~aode picos. Para evitar

esse problema, adicionamos um passo de pr�e-processamento, onde a ideia �e \plani-

�car" a magnitude do espectro, evitando o decaimento. Estimamos, inicialmente, o

seu piso de ru��do atrav�es do m�etodo chamado Estimador Espectral Estoc�astico (do

inglês, Stochastic Spectrum Estimator, ou SSE) (detalhado em [28]) e, em seguida,

o subtra��mos da magnitude do espectro original (em escala logar��tmica). Os picos

s~ao, por �m, estimados utilizando como entrada o resultado da opera�c~ao anterior.

Os coe�cientesX (k; j ) da transformada e os picosP(k; p) obtidos s~ao utilizados

para o c�alculo da estima�c~ao da frequência de referência,f ref . Como estamos tra-

balhando com uma escala igualmente temperada, precisamos estimarseu valor de

forma a obter as frequências das notas que a comp~oem. O procedimento, retirado

de [29], n~ao ser�a detalhado aqui.

Para calcular a fun�c~ao de saliência, comparamos para cada quadro k as loca-

liza�c~oes frequênciais de cada picop e das notas referentes a uma escala igualmente

temperada com frequência de referênciaf ref . As diferen�cas em frequência obedecem

uma determinada lei e podem, portanto, ser utilizadas como uma medida te�orica

para determinar quais picos correspondem �as fontes sonoras e quais correspondem �as

parciais harmônicas. O procedimento ser�a abordado com mais detalhes na pr�oxima

se�c~ao.
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C�alculo da
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Referência

Transforma�c~ao
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Figura 3.6: Diagrama de blocos do m�etodo proposto para o c�alculo da saliência
independente do timbre.

3.5.2 C�alculo da Saliência

Como foi dito, queremos de�nir um desvio te�orico entre uma freqûencia f p qualquer

e uma outra pertencente �a grade de frequências da escala de igual temperamento.

Para isso, vamos considerar que cada semitom �e dividido em 100 intervalos iguais

na escala geom�etrica. Denominamos cada intervalo de um cent, ou seja, cada oitava

�e dividida em 1200 cents [30].

Como a nossa base utilizada para compara�c~ao �e a escala de igual temperamento,

podemos denotar cada fundamentalFi pertencente �a escala como

Fi = f ref 2
i

12 ; (3.11)

com i correspondendo ao ��ndice de nota MIDI sem o deslocamento de 69 (por sim-

plicidade, assumimos que a nota A4 �e equivalente ai = 0 em vez dei = 69).

Assumimos que o sinal de �audiox(n) �e constitu��do por fontes sonoras de

frequência fundamentalFj com parciais harmônicasf F j

h . Dada uma fundamental

F0, as suas parciais harmônicas s~ao dadas por:

f F0
h = hF0: (3.12)

Os desvios em cents de cada parcialf F0
h , com h = 2; 3; : : : ; nH , em rela�c~ao �as funda-

mentais da escala igualmente temperada s~ao de�nidos como [25]

dF0
h = 100

�
12 log2

�
f F0

h

f ref

�
�

�
12 log2

�
f F0

h

f ref

���
; (3.13)

ondeb�e�e o operador de arredondamento ef ref �e a frequência de sintonia A4 estimada

a partir do sinal. Denotamos porf f F0
h gh a sequência de todas as parciais harmônicas

de F0 e por f dF0
h gh a sequência te�orica de desvios.

Substituindo as Eqs. (3.11)e (3.12) na Eq. (3.13), obtemos

dF i
h = 100[12 log2(h) � b 12 log2(h)e]: (3.14)
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Podemos perceber que a sequência de desviosf dF i
h gh n~ao depende mais da funda-

mental Fi . Na t�ecnica original, proposta em [25], o autor utiliza a Eq. (3.14) como

sequência de referência. Aqui, no entanto, utilizamos a de�ni�c~ao inicial dos desvios

te�oricos dada pela Eq. (3.13). Essa altera�c~ao �e necess�aria para modelar correta-

mente varia�c~oes nas frequências fundamentaisFj presentes no sinal, que n~ao est~ao

quantizadas apenas nas frequências fundamentaisFi da escala temperada.

De�nimos, tamb�em, uma sequência de desvios observadaf d̂f p

h gh para cada pico

p de cada quadrok. A frequência do picop �e dada por f p. Note que, segundo a

altera�c~ao proposta aqui, a frequênciaf p ser�a a utilizada no lugar deF0 na sequência

de desvios te�oricaf dF0
h gh.

A saliência S(k; p) �e calculada para cada picop de cada quadrok. Aqui, por

simplicidade, vamos omitir a dependência dek, escrevendo apenasS(p). A ideia �e

utilizar como medida de semelhan�ca a correla�c~ao entre as sequências te�orica f df p

h gh

e observadaf d̂f p

h gh, ou seja,

S(p) = C( f df p

h gh; f d̂f p

h gh); (3.15)

onde C(�; �) �e uma medida gen�erica de correla�c~ao. As duas sequências dedes-

vios podem ser escritas na forma vetorial comod f p = [ df p
2 df p

3 : : : df p
nH ]T e d̂ f p =

[d̂f p
2 d̂f p

3 : : : d̂f p
nH ]T , respectivamente. A medida de correla�c~ao utilizada no artigo �e o

produto interno entre as sequências. A medida que iremos utilizar aqui �e o coe�ci-

ente de correla�c~ao, de�nido por

r (p) =
hd f p � � teo; d̂ f p � � obsip

� 2
teo

p
� 2

obs

; (3.16)

onde� teo �e a m�edia do vetor d f p e � obs, a m�edia do vetor d̂ f p , com � teo e � obs sendo

vetores denH � 1 elementos iguais a� teo e � obs, respectivamente;� 2
teo e � 2

obs s~ao as

variâncias ded f p e d̂ f p , respectivamente; eh�; �i �e a opera�c~ao de produto interno.

Para obtermos o valor da saliência a partir do coe�ciente de correla�c~ao, fazemos

S(p) = apr (p), onde ap �e a amplitude do pico p.

De�nimos comof f f p

h gh a sequência das parciais harmônicas do picop. Cada valor

f f p

h �e dado pela Eq. (3.12). A sequênciaf d̂f p

h gh �e composta dos desvios observados

correspondentes a cada frequência def f f p

h gh. Ela �e calculada para cada picop de

cada quadrok, ou seja, consideramos todos os picos como poss��veis candidatosa

frequência fundamental.

Para que uma frequênciaf p seja considerada uma fundamental, analisamos, den-

tre os demais picosf p0 encontrados, quais correspondem a parciais harmônicas def p.

Para isso, utilizamos uma fun�c~ao gaussianaG centrada nah-�esima parcial harmônica

de f p, ou seja, com m�edia� h;p = hf p, e avaliada nos outros picosf p0 detectados.
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O desvio padr~ao deG �e de�nido por � h;p = � h;p

�
2

�
1200 � 1

�
, onde � = 20 foi sele-

cionado experimentalmente de forma a minimizar o efeito do erro introduzido na

etapa de estima�c~ao de picos [25]. A ideia �e permitir uma certa toler^ancia na posi�c~ao

frequencial dos picos.

A Fig. 3.7 mostra um exemplo para o caso em que o primeiro pico (p = 0), cuja

frequênciaf 0 coincide com a fundamentalF0, �e analisado. As frequênciasf p0 dos

demais picos s~ao dadas porf 1, f 2, f 3, f 4 e f 5. Consideramos que vamos analisar

at�e a quinta parcial harmônica, ou seja,nH = 6. Nesse caso, geramos gaussianas

com m�edias e desvios padr~oes dados por� h;0 = hf 0 e � h;0 = � h;0
�
2

�
1200 � 1

�
, para

h = 2; 3; : : : ; 6. A seguir, avaliamos os valores deG nas posi�c~oesf p0, ou seja,

G(f p0; � h;0; � h;0), com p0 = 1; 2; : : : ; 5. Na �gura, vemos a fun�c~ao gaussiana para o

caso em queh = 3 e o seu valor emf p0 com p0 = 2, ou seja,G(f 2; � 3;0; � 3;0). Para os

demais valores dep0, G(f p0; � 3;0; � 3;0) ! 0. Geramos, assim, um vetor da forma

G � 3;0 ;� 3;0 � [0 G(f 2; � 3;0; � 3;0) 0 0 0]T : (3.17)

10 20 30 40 50 60
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jX (k; f )j

G(f 2; � 3;0; � 3;0)
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F0 =

p=0

(f p; ap)
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Figura 3.7: Esquema para ilustrar a sele�c~ao de picos por meio de gaussianasG com
m�edia e variância � h;p e � h;p, respectivamente, avaliadas emf p0 (aqui, p0 = 2, h = 3 e
p = 0). A curva em azul �e o espectro dok� �esimo quadro do sinal,X (k; f ); os pontos
em vermelho s~ao os picos detectados; a curva em preto �e a gaussiana G(f ; � 3;0; � 3;0);
e o ponto em preto �e a gaussiana avaliada emf = f 2.

Neste trabalho, trabalhamos com um vetor̂G � h;p ;� h;p que for�ca o sinal de igual-

dade na Eq. (3.17). Essa medida �e adotada porque em alguns casosalguns picos

esp�urios pr�oximos ao pico correspondente �a parcial harmônica desejada n~ao ir~ao re-

sultar em valores pr�oximos a zero quando avaliados na fun�c~ao gaussiana. Para isso,

consideramos apenas o valor m�aximo deG(f p0; � h;p; � h;p) em f 0
p.

O pr�oximo passo no c�alculo da sequênciaf d̂f p

h gh �e associar, para cada picop0,

desviosdp0 como os de�nidos na Eq. (3.13). Temos

dp0 = 100
�
12 log2

�
f p0

f ref

�
�

�
12 log2

�
f p0

f ref

���
: (3.18)

No exemplo da Fig. 3.7, geramos o vetord formado pelos desvios dos picosp0 =
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1; 2; : : : ; 5, ou seja,d = [ df 1 df 2 df 3 df 4 df 5 ]
T .

Por �m, o desvio d̂f p

h correspondente �a parcial harmônicah do pico p (e cuja

frequência �e dada porf f p

h = hf p) �e calculado a partir da seguinte express~ao

d̂f p

h = hG � h;p ;� h;p ; di

=
P � 1X

p0= p+1

G(f p0; � h;p; � h;p)dp0: (3.19)

Na pr�atica, s�o analisamos os picosp0 que se situam, frequencialmente, ap�os o pico

p. Os demais satisfazemf p0 < f p, para p0 = 0; 1; : : : ; p � 1, e n~ao s~ao, portanto,

candidatos plaus��veis a parciais harmônicas def p. Al�em disso, s�o consideramos os

picos p cujas frequênciasf p � 5000 Hz como poss��veis fundamentais, j�a que, para

sinais de �audio, a probabilidade de termos uma fundamental acima 5000 Hz �e muito

pequena.

Em alguns casos espec���cos, quando o m�odulo do desvio te�orico se aproxima de

50 cents, h�a a possibilidade de erro no momento da quantiza�c~ao (fun�c~ao de arredon-

damento da Eq. (3.13)). O valor observado de um desvio que a princ��pio deveria

ser pr�oximo de -50 cents pode acabar sendo, na verdade, pr�oximo a 50 cents. Um

exemplo desse efeito pode ser visto na Fig. 3.8 em vermelho. Para corrigir essa falha,

propusemos um pequeno ajuste no c�alculo dos desvios observados. Adotamos um

limiar, escolhido empiricamente comod� = 45 cents, e comparamos o m�odulo do

desvio te�orico para cada parcial a ele. Para todoh tal que jdf p

h j > d � , calculamos,

agora, duas possibilidades de desvio observado: substitu��mos a opera�c~ao de arre-

dondamento na Eq. (3.13) pelas de piso (ou arredondamento para baixo), b�c, e teto

(ou arredondamento para cima),d�e, gerando duas sequências de desvios observadas

idênticas, com a exce�c~ao do pontoh (no caso da Fig. 3.8,h = 11). Calculamos, em

seguida, a saliência para ambas e selecionamos a de maior valor (curva tracejada em

preto).
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Figura 3.8: Desvios calculados para as sequências te�orica (curvaem azul), observada
sem ajuste (curva em vermelho) e observada com ajuste (curva tracejada em preto).

Por �m, acrescentamos uma etapa de p�os-processamento pararetirar a ambi-
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guidade gerada pelos m�ultiplos das frequências fundamentais presentes. O procedi-

mento utilizado �e semelhante ao apresentado em [8]. A ideia �e analisar, para cada

pico p correspondente �a frequênciaf p, se a saliência obtida nas suas frequências

subm�ultiplas f p=q, para q = 1; 2; : : : ; p, �e signi�cativa. Para isso, utilizamos, nova-

mente, gaussianas de m�edia� 1=q;p = f p=q e variância � 1=q;p = � 1=q;p(2
�

1200 � 1), com

� = 20, G(f ; � 1=q;p; � 1=q;p), e analisamos seus valores nos picosp0 cujas frequências

f p0 < f p, G(f p0; � 1=q;p; � 1=q;p). Substitu��mos, por �m, a saliência em p, S(p), por

�S(p) = S(p) � max
q2 [1;:::;p]

f S(p0)G(f p0; � 1=q;p; � 1=q;p)g; (3.20)

ou seja, subtra��mos deS(p) a componente m�aximaS(p0), com f p0 < f p e tal que

f p0 seja uma frequência aproximadamente subm�ultipla def p
8. Assim, a saliência

nas frequências harmônicas de uma fundamental presente no sinal �e, quase sempre,

zerada.

A Fig. 3.9 mostra a saliência calculada antes (curva em azul) e depois(curva tra-

cejada em vemelho) do p�os-processamento para os picos encontrados com frequência

at�e 3000 Hz. Nesse caso, a saliência do pico correspondente �afrequência fundamental

(p = 1) n~ao foi alterada. J�a as saliências dos picos correspondentes �as suas parciais

harmônicas (p = 2, p = 3 e p = 4, por exemplo) foram zeradas.
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Figura 3.9: Saliência normalizada calculada para os picos encontrados at�e 3000 Hz
sem (curva em azul) e com (curva tracejada em vermelho) p�os-processamento.

3.5.3 Implementa�c~ao

Para inserir a nova fun�c~ao de saliência apresentada na STFChT, utilizamos a mesma

ideia de busca exaustiva abordada na Se�c~ao 3.3. Dividimos o sinal deentrada x(n)

em K quadros e, em seguida, para cada quadrok, calculamos v�arias instâncias

da FChT para distintos valores do parâmetro� . Para cada instânciaX � (k; j ),

calculamos os picosP� (k; p) e as saliênciasS� (k; p) correspondentes. A fun�c~ao de

8Quando �S(p) < 0, fazemos�S(p) = 0.
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referênciaf ref utilizada �e �xa e calculada somente para� = 0 (ou seja, a instância

da STFChT equivalente �a STFT).

Podemos pensar que, considerando um dado quadrok, geramos uma matriz

Sk 2 RN � � P , ondeN � �e o n�umero de valores de� a serem testados eP, o n�umero

de picos. As componentes deSk s~ao os valores das saliênciasS� (k; p) para cada�

e p analisados. O valor de� selecionado ser�a, portanto, o correspondente �a maior

componente da matrizSk .

A implementa�c~ao da STFChT combinada com a saliência proposta foi realizada

somente para o caso de deforma�c~ao linear. Queremos, essencialmente, visualizar os

efeitos da proposta apresentada nesta se�c~ao no c�alculo da STFChT, independente da

deforma�c~ao escolhida. Dessa forma, utilizamos uma vers~ao simpli�cada do c�odigo

da STFChT para testar o m�etodo. Uma vers~ao mais completa que inclua o caso

citado �e um trabalho futuro.

3.5.4 Experimentos e resultados parciais

Para veri�car se a mudan�ca proposta de fun�c~ao de saliência resulta em melhorias

na representa�c~ao tempo-frequencial �nal, utilizamos, novamente, um sinal sint�etico

com frequência fundamental conhecida. Escolhemos um sinal harmônico modulado

em frequência por uma senoide e com a mesma fundamental que o apresentado na

Se�c~ao 3.4.4. Temos, agora, duas diferen�cas: utilizamos um n�umero maior de parciais

harmônicas (15 em vez de 9), e suas amplitudes decrescem de forma inversamente

proporcional ao ��ndice da parcial. Para justi�car tais mudan�cas,analisamos a de-

�ni�c~ao e a motiva�c~ao da nova fun�c~ao de saliência, nessa ordem. A saliência proposta

�e uma medida de compara�c~ao, dado um n�umero de parciaisnH a serem acumuladas,

entre os (nH � 1) desvios te�oricos e os (nH � 1) desvios correspondentes �as parci-

ais (picos detectados)9. Numericamente, escolhemosnH = 10, tornando necess�ario,

portanto, que o sinal possua ao menos 10 parciais. Para criar a possibilidade de

ambiguidade com os m�ultiplos da fundamental (e, posteriormente,a sua elimina�c~ao

com o p�os-processamento), como no caso da saliência original, escolhemos gerar o

sinal com um n�umero de parciais ligeiramente superior anH . A motiva�c~ao �e, jus-

tamente, eliminar a dependência entre o c�alculo da saliência e o timbre das fontes

sonoras presentes. Assim sendo, o decaimento das amplitudes dasparciais n~ao de-

veria causar um impacto signi�cativo na representa�c~ao resultante. Para o caso da

saliência original, apresentada no Cap. 2 e dada na Eq. (3.7), o seuc�alculo est�a

diretamente relacionado �as amplitudes das parciais presentes, o que pode levar a

uma leve pioria na resolu�c~ao da representa�c~ao obtida. Dessa forma, a contribui�c~ao

provocada pela mudan�ca da fun�c~ao de saliência �e mais percept��vel e, al�em disso, o

9Note que exclu��mos o desvio correspondente �a frequência fundamental.
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sinal de teste sint�etico se torna mais �el a sinais reais de �audio.

Os experimentos realizados aqui, como j�a foi dito, s�o foram feitos para o caso

da deforma�c~ao linear. Os tamanhosN das janelas de an�alise s~ao 1024, 2048 e 4096

amostras. Realizamos os testes para o sinal sem e com a presen�cade ru��do branco.

As representa�c~oes tempo-frequenciais do sinal sint�etico para o caso sem ru��do

podem ser vistas na Fig. 3.10. De fato, a diferen�ca entre as STFChTs calculadas

a partir das duas fun�c~oes de saliência �e, neste caso, pouco signi�cativa. Plotamos,

tamb�em, os valores do parâmetro� estimados para cada caso ao longo do tempo

(vide Fig. 3.11). Percebemos que h�a apenas uma melhoria sutil na suavidade das

curvas obtidas ao trocarmos a fun�c~ao de saliência, principalmente para o caso em

que N = 1024. Apesar disso, h�a um erro claro no instante de tempot = 1;08 s

presente na estima�c~ao do parâmetro� para o caso em queN = 1024 . Ele re
ete

a forte dependência da fun�c~ao de saliência proposta na etapa de estima�c~ao dos

picos. Neste quadro, e mais especi�camente para este tamanho dejanela de an�alise,

essa etapa foi comprometida, provavelmente devido �a baixa resolu�c~ao frequencial da

transformada.

STFChT original

F
re

qu
ên

ci
a 

(H
z)

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
0

2000

4000

6000

8000
STFChT modificada

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
0

2000

4000

6000

8000

F
re

qu
ên

ci
a 

(H
z)

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
0

2000

4000

6000

8000

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
0

2000

4000

6000

8000

Tempo (s)

F
re

qu
ên

ci
a 

(H
z)

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
0

2000

4000

6000

8000

Tempo (s)
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
0

2000

4000

6000

8000

Figura 3.10: STFChTs calculadas com a saliência original (primeira coluna) e com a
proposta (segunda coluna) de um sinal sint�etico. Os seguintes tamanhos de janela de
an�alise foram utilizados: 1024 (primeira linha), 2048 (segunda linha)e 4096 (terceira
linha) amostras.
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Figura 3.11: Valores estimados de� para as STFChTs calculadas com a saliência
original (primeira coluna) e com a proposta (segunda coluna) de um sinal sint�etico.
Os seguintes tamanhos de janela de an�alise foram utilizados: 1024 (primeira linha),
2048 (segunda linha) e 4096 (terceira linha) amostras.

As representa�c~oes tempo-frequenciais do sinal sint�etico para o caso com ru��do

(consideramos que o sinal foi corrompido a 20 dB SNR) podem ser vistas na Fig. 3.12.

Aqui, a diferen�ca entre as STFChTs se torna mais clara, principalmente para os

casos em queN = 1024 eN = 4096. Vemos que boa parte dos artefatos presentes,

decorrentes de erros na estima�c~ao do parâmetro� , �e suavizada para a STFChT

calculada a partir da nova fun�c~ao de saliência. Podemos, tamb�em, comprovar tal

observa�c~ao atrav�es dos valores estimados de� ao longo do tempo, vistos na Fig. 3.13.

Novamente, para a saliência proposta, notamos curvas mais suaves, especialmente

para o caso em queN = 1024.

Outro ponto que devemos notar �e que, para a saliência proposta, n~ao h�a mu-

dan�cas signi�cativas nas representa�c~oes geradas para os sinais com e sem ru��do. De

fato, para o caso em queN = 1024, obtivemos um resultado ligeiramente melhor

(com menos erros na estima�c~ao do parâmetro� e, consequentemente, menos es-

palhamento na representa�c~ao obtida) para o sinal corrompido.J�a para a saliência

original, os resultados obtidos para o caso sem ru��do s~ao visivelmente piores.
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Figura 3.12: STFChTs calculadas com a saliência original (primeira coluna) e com
a proposta (segunda coluna) de um sinal sint�etico corrompido porru��do branco.
Os seguintes tamanhos de janela de an�alise foram utilizados: 1024 (primeira linha),
2048 (segunda linha) e 4096 (terceira linha) amostras.

�E importante ressaltar que, apesar de termos feito a compara�c~ao entre as t�ecnicas

para os mesmos tamanhos de janela, esta deve ser feita, na verdade, levando-se

em considera�c~ao o melhor resultado obtido para cada saliência.Adotamos essa

medida j�a que, para gerar a representa�c~ao tempo-frequencial desejada, o usu�ario

pode selecionar os parâmetros da forma mais conveniente poss��vel. Tal abordagem

ser�a utilizada na Se�c~ao 3.7 para compararmos resultados, ondeestes ser~ao gerados

a partir de sinais de �audio reais.
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Figura 3.13: Valores estimados de� para as STFChTs calculadas com a saliência
original (primeira coluna) e com a proposta (segunda coluna) de um sinal sint�etico
corrompido por ru��do branco. Os seguintes tamanhos de janela dean�alise foram
utilizados: 1024 (primeira linha), 2048 (segunda linha) e 4096 (terceira linha) amos-
tras.

3.6 Modelo de Inarmonicidade de Sinais de

M�usica

3.6.1 Proposta

O modelo de inarmonicidade utilizado �e dado por [25]

f F0
h (� ) = hF0

p
1 + �h 2; (3.21)

ondeF0 �e uma frequência fundamental dada e� �e o coe�ciente de inarmonicidade,

que est�a relacionado �as propriedades f��sicas da corda. Em geral, � n~ao �e dado e

devemos, portanto, estim�a-lo. Os valores de� podem variar no intervalo N =

f 0g
S

[10� 5; 10� 3] [26].

A motiva�c~ao �e que, principalmente para instrumentos de corda,as parciais supe-

riores est~ao ligeiramente deslocadas em frequência das posi�c~oes que corresponderiam
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aos harmônicos da fundamental em quest~ao. Assim sendo, sua presen�ca pode n~ao

contribuir de forma signi�cativa no c�alculo da fun�c~ao de saliência. Ao levarmos

em considera�c~ao tal inarmonicidade, esperamos uma melhoria, mesmo que sutil, na

detec�c~ao das fundamentais presentes no sinal.

A proposta �e adicionar o modelo dado pela Eq. (3.21) no c�alculo da nova fun�c~ao

de saliência. Para isso, acrescentamos o modelo no c�alculo dos desvios dado na

Eq. (3.13), substituindof F0
h por f F0

h (� ).

3.6.2 Implementa�c~ao

Aqui, vamos abordar alguns detalhes necess�arios para a implementa�c~ao do modelo

de inarmonicidade na FChT. Essencialmente, devemos procurar, para cada candi-

dato a frequência fundamental, um valor para o coe�ciente de inarmonicidade � .

Assim sendo, uma nova etapa de busca exaustiva �e acrescentadapara estimar este

parâmetro.

Os valores de� plaus��veis podem variar de acordo com o instrumento de cordas

utilizado. Vamos considerar o intervaloN = f 0g
S

[10� 5; 10� 3], que �e o alcance

t��pico para uma corda de piano [26]. SelecionamosN � = 10 valores espa�cados

geometricamente no intervalo [10� 5; 10� 3] mais o valor� = 0 para serem analisados.

Calculamos, dados um valor de� e um pico candidato a frequência fundamental,

N � instâncias da fun�c~ao de saliência,S� (p; � ). Selecionamos, dentre os valores de

saliência obtidos, o m�aximo, ou seja,

S� (p; � � ) = max
� 2N

S� (p; � ): (3.22)

3.6.3 Experimentos e resultados parciais

Para os testes, selecionamos, novamente, o sinal harmônico sint�etico modulado em

frequência por uma senoide. Agora, acrescentamos um grau de inarmonicidade ao

sinal, dado por� � 1; 29� 10� 4. A express~ao resultante para o sinalx(t) �e dada por

x(t) =
15X

h=1

1
h

cos
�

2�f 0(t)h
p

1 + �h 2
�

: (3.23)

Em seguida, rodamos o algoritmo sem e com o modelo de inarmonicidade para

gerar as representa�c~oes STFChTs apresentadas na Fig. 3.14.Na coluna da esquerda,

mostramos o m�odulo da STFChT sem considerar o fator� e, na da direita, o levamos

em considera�c~ao. Vemos claramente que a representa�c~ao setornou mais esparsa

ao adicionarmos este modelo, j�a que a inarmonicidade do sinal afetadiretamente

a acumula�c~ao das parciais, que, agora, n~ao s~ao mais harmônicas e se encontram,

portanto, ligeiramente deslocadas da sua posi�c~ao original.
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Figura 3.14: STFChTs calculadas com a saliência proposta sem o modelo de inarmo-
nicidade (primeira coluna) e com o modelo (segunda coluna) de um sinalsint�etico.
O tamanho de janela de an�alise utilizado foi de 2048 amostras.

A inarmonicidade do sinal, como j�a foi dito, provoca erros na estima�c~ao da

taxa de inclina�c~ao � , como pode ser visto na Fig. 3.15. Na coluna da esquerda,

vemos os valores de� em fun�c~ao do tempo estimados sem a corre�c~ao no modelo.

A curva ainda aparenta seguir os valores corretos do parâmetro, por�em com uma

certa quantidade de ru��do adicionada. Esses erros acarretam, como pode ser visto

na Fig. 3.14, em espalhamento na representa�c~ao tempo-frequencial, especialmente

nas parciais superiores.

A coluna da direita da Fig. 3.15 mostra, novamente, os valores de� estimados

em fun�c~ao do tempo (primeira linha) para a STFTChT modi�cada commodelo de

inarmonicidade e, tamb�em, os valores de� estimados ao longo do tempo. Percebe-

mos que a curva de taxa de inclina�c~ao se comporta como esperado, por�em o mesmo

n~ao ocorre para o parâmetro� . Para a maioria dos instantes de tempo, o fator de

inarmonicidade foi estimado corretamente. Para outros, no entanto, os erros foram

consideravelmente grandes. Estes n~ao afetaram visualmente osvalores de� esti-

mados, com alguns poucos pontos de exce�c~ao. A interpreta�c~ao desse resultado �e a

baixa sensibilidade da estima�c~ao de� em rela�c~ao ao parâmetro� . O experimento

indica que h�a ambiguidade entre os valores de� ao estimarmos� , o que signi�ca

que dever��amos mudar os valores de� sobre os quais realizamos a busca exaustiva,

considerando mais amostras em regi~oes com maior sensibilidade e menos em regi~oes

com menor sensibilidade.
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Figura 3.15: Valores de� (e � ) estimados com a saliência proposta sem o modelo
de inarmonicidade (primeira coluna) e com o modelo (segunda coluna) de um sinal
sint�etico. O tamanho de janela de an�alise utilizado foi de 2048 amostras.

3.7 Resultados

Nesta se�c~ao, apresentaremos os resultados para as modi�ca�c~oes propostas utilizando

sinais de �audio reais. Abordamos, primeiramente, o caso da deforma�c~ao n~ao-linear.

Escolhemos um sinal cujas varia�c~oes frequenciais com o tempo fossem signi�cativas.

A seguir, mostramos os resultados obtidos para a nova fun�c~ao de saliência utilizada,

onde j�a inclu��mos o modelo de inarmonicidade proposto, desta vez com outro si-

nal gerado por instrumento de cordas. Comparamos este m�etodo com a STFChT

original.

A Fig. 3.16 mostra a magnitude da STFChT do sinal de �opera escolhidopara os

casos de deforma�c~ao linear (centro) e n~ao-linear (abaixo). A magnitude da STFT

(acima) �e mostrada para compara�c~ao. O tamanho de janela utilizado para as três

imagens foi de 2048 amostras, que, considerando uma frequência de amostragem

de 44100 Hz, corresponde a aproximadamente 46,4 ms. Como esse sinal apresenta


utua�c~oes em frequência su�cientemente r�apidas, esse quadro cujo tamanho �e em

torno da metade da dura�c~ao proposta na Se�c~ao 3.4.2 (de 100 ms) permitiu real�car

melhor as diferen�cas entre as três representa�c~oes. Como visto na Se�c~ao 3.4.4 para

sinais sint�eticos, aqui tamb�em �e poss��vel perceber que a representa�c~ao do gr�a�co
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inferior (STFChT com deforma�c~ao n~ao-linear) apresenta melhor resolu�c~ao.
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Figura 3.16: STFT e STFChTs com deforma�c~ao linear (segunda linha) e n~ao-linear
(terceira linha) de um sinal de �opera.

A Fig. 3.17 mostra os F0gramas para ambas as vers~oes de STFChT,com de-

forma�c~ao linear (acima) e n~ao-linear (abaixo). Os dois m�etodosparecem estimar

corretamente a frequência fundamental do sinal (n~ao representada aqui), mas �e

poss��vel perceber que, para o caso n~ao-linear, o gr�a�co �e ligeiramente mais esparso.

Um outro aspecto importante a ser levado em considera�c~ao �e o tempo de proces-

samento da STFChT com deforma�c~ao n~ao-linear. Para a terceira amostragem, por

exemplo, como a busca �e realizada sobre um maior n�umero de amostras, o tempo ne-

cess�ario para calcular a FChT �e aproximadamente 5 vezes maior que no caso linear.

Uma an�alise mais detalhada da complexidade ainda est�a em andamento. Essa dife-

ren�ca de tempo deve ser levada em considera�c~ao de forma a equilibrar esta quest~ao

com os benef��cios que a deforma�c~ao n~ao-linear pode trazer para a representa�c~ao

tempo-frequencial de sinais de �audio com r�apidas varia�c~oes emfrequência.

A Fig. 3.18 mostra as representa�c~oes STFChT original e modi�cada com modelo

de inarmonicidade para um sinal de violino. Vemos que h�a poucas diferen�cas per-

cept��veis nas representa�c~oes obtidas. De fato, os resultados obtidos para a saliência

original foram ligeiramente melhores, ou seja, mais esparsos. A Fig.3.19 mostra
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Figura 3.17: F0gramas para as STFChTs com deforma�c~ao linear (primeira linha) e
n~ao-linear (segunda linha) de um sinal de �opera.

os valores de� e � estimados para ambas representa�c~oes. Vemos que estes n~ao

apresentam um padr~ao caracter��stico, como nos casos apresentados na se�c~ao ante-

rior. Isso indica, novamente, a presen�ca de uma certa ambiguidade nos valores dos

parâmetros.

A saliência proposta �e composta de diversas etapas descritas aqui, como detec�c~ao

de picos, estima�c~ao da frequência de referência e o pr�oprio c�alculo da fun�c~ao. Cada

etapa �e suscet��vel a pequenos erros provenientes de m�as escolhas dos parâmetros

de entrada que, em muitos casos, podem interferir diretamente naresolu�c~ao da

representa�c~ao �nal. A implementa�c~ao realizada n~ao est�a, nesse sentido, robusta �a

escolha destes parâmetros, tais como tamanho da janela, n�umero de harmônicos

a ser considerado e alcance dos valores de� , entre outros. Um ajuste mais �no

poderia, possivelmente, levar a uma melhoria na esparsidade da representa�c~ao de

forma a alcan�car a obtida pelo m�etodo original. Um estudo mais detalhado da

escolha dos parâmetros de entrada deve ser feito para evitar que pequenas varia�c~oes

nestes acabem por acarretar representa�c~oes espalhadas noplano tempo-frequencial.
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Figura 3.18: STFChTs calculadas com a saliência original (primeira coluna) e pro-
posta com o modelo de inarmonicidade (segunda coluna) de um sinal deviolino. O
tamanho de janela de an�alise utilizado foi de 4096 amostras.
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Figura 3.19: Valores de� (e � ) estimados com as saliência original (primeira coluna)
e proposta com o modelo de inarmonicidade (segunda coluna) de um sinal de violino.
O tamanho de janela de an�alise utilizado foi de 4096 amostras.
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3.8 Considera�c~oes Finais

Neste Cap��tulo, apresentamos a de�ni�c~ao de TransformadaFan Chirp (FChT) e

sua aplica�c~ao em sinais de �audio por meio da TransformadaFan Chirp de Tempo

Curto (STFChT). Apresentamos duas poss��veis mudan�cas. A primeira delas �e a

deforma�c~ao n~ao-linear, na qual passamos a considerar que a frequência fundamental

da melodia mais proeminente de um dado trecho do sinal sob an�alise secomporta

segundo uma curva de segundo grau. Isso nos permite aumentar on�umero de amos-

tras da janela de an�alise e, consequentemente, melhorar a resolu�c~ao da representa�c~ao

devido ao processo de janelamento. Por outro lado, perdemos em tempo de proces-

samento, que aumenta em aproximadamente seis vezes com o novo m�etodo.

Outra varia�c~ao do m�etodo proposta foi a troca da fun�c~ao de saliência at�e

ent~ao utilizada, que leva em considera�c~ao as amplitudes das parciais harmônicas

na estima�c~ao da taxa de inclina�c~ao� , por uma que leva apenas a informa�c~ao de

frequência. Vimos que esta proposta funcionou bem para sinais sint�eticos na pre-

sen�ca de ru��do de fundo e cujas amplitudes das parciais decaem com o aumento

da frequência. Se compararmos com os resultados obtidos para omesmo tipo de

sinal ao utilizarmos a STFChT original, percebemos uma melhoria na estima�c~ao de

parâmetros daquela, re
etida na esparsidade da representa�c~ao. Ao utilizarmos um

sinal real de violino, no entanto, tais melhorias n~ao se evidenciaram.

De forma geral, percebemos que h�a uma grande 
utua�c~ao na estima�c~ao dos

parâmetros de taxa de inclina�c~ao� e fator de inarmonicidade� . O mesmo ocorre

para a curvatura � , apesar de n~ao ter sido ilustrada aqui. Tal an�alise nos leva

�a conclus~ao de que h�a, possivelmente, regi~oes de maior e menorsensibilidade da

representa�c~ao em rela�c~ao a estes parâmetros. A pr�oximaetapa deste trabalho �e

estudar e determinar tais regi~oes, de forma que a amostragem deparâmetros seja

feita de acordo, ou seja, atribuindo um maior n�umero de pontos �as regi~oes com

maior sensibilidade, e menor n�umero �as regi~oes menos sens��veis.
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Cap��tulo 4

Esparsidade Estruturada

4.1 Considera�c~oes Iniciais

No Cap. 2, introduzimos o conceito de aproxima�c~oes estruturadas [31] que iremos

abordar aqui. Como foi dito, queremos representar um sinal de �audio x com co-

e�cientes esparsosc utilizando um dicion�ario sobrecompleto� . Adotamos, para

isso, uma medida de esparsidadef (c) que, inicialmente, pode ser aplicada a cada

elementocl , com l = 1; 2; : : : ; P, separadamente, j�a os consideramos independentes

entre si. No entanto, sabemos que os coe�cientes s~ao dependentes entre si, j�a que

as parciais que comp~oemx se manifestam no plano tempo-frequência como padr~oes

verticais para componentes transit�orias ou horizontais para componentes tonais. No

primeiro caso, dizemos que o sinal apresenta esparsidade temporal e persistência

frequencial e no segundo, esparsidade frequencial e persistencial temporal. Pode-

mos, portanto, incorporar ao crit�erio de esparsidade escolhidof (�) essa informa�c~ao

a priori sobre a estrutura dec. Al�em disso, estruturas de vizinhan�ca no dom��nio

dos coe�cientesc podem ser acrescentadas de forma a explorar suas propriedades

de persistência [12].

H�a alguns objetivos que podemos tra�car dentro do contexto deesparsidade es-

truturada. Estamos interessados, essencialmente, em estimar os coe�cientes �otimos

ĉ que melhor modelam o sinalx pelo modelo proposto, dado por� ĉ. Assim sendo,

para um sinal ruidoso, considerando que o ru��do presente �e branco, ou seja, des-

correlacionado, o algoritmo ir�a reconstruir um sinal̂x sem a presen�ca de ru��do, o

que pode ser desej�avel. Podemos, tamb�em, pensar em separaro sinal de �audio em

três camadas: tonal, transit�oria e ruidosa. Para isso, o dicion�ario � utilizado �e

formado por uma concatena�c~ao de outros dois dicion�arios ortogonais com diferen-

tes resolu�c~oes tempo-frequenciais. O algoritmo utilizado se chama BCR (do inglês,

Block Coordinate Relaxation Method) [32].

Para inserir interdependência entre os coe�cientes, podemos trocar a norma`1
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utilizada at�e ent~ao por uma norma mistalp;q (de�nida na pr�oxima se�c~ao) e, al�em

disso, adicionar uma pondera�c~ao de vizinhan�ca. A solu�c~ao para o problema de

minimiza�c~ao apresentado no Cap. 2 (e dado pela Eq. (2.24)) j�a n~ao pode ser obtida,

para este caso, pelo m�etodo apresentado de limiariza�c~ao iterativa. Para isso, �e

necess�ario utilizar operadores generalizados de limiariza�c~ao suave [32]. Aqui, no

entanto, escolhemos trabalhar com a normà1, que �e um caso particular da norma

`p;q, comp = q = 1, e variar a vizinhan�ca para sinais de �audio de diferentes naturezas.

A proposta original [12] utiliza a STFT como dicion�ario. Aqui, utilizamos, al�em

da STFT, a CQT. Esta transformada, como j�a foi dito, atribui resolu�c~oes diferentes

a diferentesbins de frequência. Isso faz com que componentes de baixa frequência

sejam analisadas com janelas maiores, resultando em maior resolu�c~ao frequencial,

e que componentes de alta frequência sejam analisadas com janelas menores, re-

sultando em maior resolu�c~ao temporal. Essa altera�c~ao permitelidar melhor com

a limita�c~ao causada pelo Princ��pio da Incerteza presente na STFT. Os resultados

obtidos com as duas transformadas s~ao apresentados e comparados na Se�c~ao 4.5. Os

arquivos dos sinais referentes aos experimentos realizados podemser encontrados no

site: www.smt.ufrj.br/ � isabela.apolinario .

4.2 De�ni�c~oes

De�nimos, inicialmente, o conceito de normas mistas. Para isso, vamos escrever o

conjunto de coe�cientesc utilizando um ��ndice duplo f g; mg, isto �e, c = f cg;m ; g =

1; : : : ; G; m = 1; : : : ; M g, com GM = P. A norma mista `p;q de c �e de�nida, ent~ao,

como [32]

kckp;q =

0

@
GX

g=1

 
MX

m=1

jcg;m jp
! q=p

1

A

1=q

; (4.1)

Os ��ndices s~ao utilizados de forma hier�arquica: os coe�cientes s~ao divididos emG

grupos independentes e osM coe�cientes dentro de cada grupo s~ao dependentes

entre si. Sabemos quec �e indexado, por de�ni�c~ao, pelo ��ndice duplo f k; j g corres-

pondente ao tempo e �a frequência, respectivamente. Podemos, portanto, associar

os ��ndices g e m aos ��ndicesk e j de diferentes formas de acordo com o objetivo.

Por exemplo, para um sinal com parcelas puramente tonais, esperamos, como foi

dito, esparsidade frequencial e persistência temporal. Dessa forma, h�a uma forte

dependência entre os coe�cientesf ck;j 0gk , com k = 0; 1; : : : ; K � 1 e j = j 0 �xo, e a

melhor associa�c~ao seria, portanto, o ��ndiceg ao j e o m ao k.

Agora, queremos solucionar o seguinte problema de minimiza�c~ao [32]:

ĉ = arg min
c

�
1
2

kx � �c k2
2 +

�
q

kckq
p;q

�
: (4.2)
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A solu�c~ao da equa�c~ao acima, para o caso de um dicion�ario ortogonal, �e obtida por

meio de um operador generalizado de limiariza�c~ao suave, de�nido a seguir.

Seja � = � � : CP 7! R+ uma fun�c~ao n~ao-negativa, chamada fun�c~ao de limi-

ariza�c~ao, e � o conjunto de ��ndices tempo-frequenciais, ou seja, 
 = f k; j g 2 �,

para k = 0; 1; : : : ; K � 1 e j = 0; 1; : : : ; J � 1. Ent~ao, parau 2 CP , o operador

generalizado de limiariza�c~ao suave �e de�nido componente a componente como1 [12]

S�;� (u
 ) , u
 (1 � � �;
 (u))+ (4.3)

e escrevemosS� (u) , f S� (u
 )g
 . Os coe�cientes s~ao obtidos, ent~ao, como2

ĉ = S�;� (� � x): (4.4)

No caso particular em quep = q = 1, a norma `p;q se torna a norma`1 e a

solu�c~ao do problema de minimiza�c~ao, agora chamado de LASSO, dada pela Eq (4.3)

passa a ser obtida pelo operador de limiariza�c~ao suave convencional. Temos, neste

caso,� �;
 (u) = � L (u
 ) = �
ju 
 j e, portanto,

S�;� (u
 ) = S� (u
 ) = sign(u
 )( ju
 j � � )+ ; (4.5)

como foi visto no Cap. 2.

4.3 Algoritmo

At�e agora, consideramos que o dicion�ario utilizado� forma uma base ortonormal.

Para o caso mais geral, em que o dicion�ario utilizado �e umframe arbitr�ario (ou,

ainda, uma uni~ao deframes), o problema de minimiza�c~ao �e solucionado por um

algoritmo Landweber iterativo limiarizado [32], chamado de ISTA [12]. Aqui, utili-

zamos a sua vers~ao r�apida, chamada FISTA.
�E poss��vel mostrar que, para um ponto de partida arbitr�arioc0 2 CP , o resultado

obtido pelo ISTA converge fortemente para a solu�c~aôc da Eq. (4.2):

ĉ = lim
n!1

S�;� (cn + � � (x � �c n )) (4.6)

sek� k <
p

2 [12]. A sua vers~ao r�apida, o FISTA, �e apresentada a seguir [16], onde

j�a consideramos quep = q = 1:

1Para x 2 R, de�nimos x+ = max(0 ; x).
2Lembrando que o sinal de �audio �e dado porx 2 RL .
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Algoritmo 1 FISTA

1: c = b1 = 0 e t1 = 1
2: repetir
3: c = S� (bn + � � (x � �b n ))
4: tn+1 = 1

2(1 +
p

1 + 4t2
n )

5: bn+1 = cn + tn � 1
tn +1 (cn � cn� 1)

6: at�e convergência

4.4 Vizinhan�ca

Vimos que o problema de minimiza�c~ao dado na Eq. (4.2) pode ser resolvido em um

�unico passo por meio de um operador generalizado de limiariza�c~ao suave, para o

caso de um dicion�ario� ortonormal, ou em um processo iterativo, no qual o mesmo

operador �e aplicado a cada passo at�e a convergência. Podemos, agora, modi�car a

fun�c~ao de limiariza�c~ao� de forma a melhor considerar estruturas internas inerentes

a uma classe maior de sinais de �audio. O fato de que estes podem ser esparsos no

tempo (ou frequência) e persistentes em frequência (ou no tempo, respectivamente)

pode ser explorado dessa forma. A mudan�ca �e realizada por meio de um sistema de

vizinhan�ca, de�nido a seguir.

De�nimos, inicialmente, os pesosv 
 da vizinhan�ca tempo-frequencial no en-

torno do ponto 
 . Estes s~ao de�nidos como as sequências n~ao-negativasv 
 =

[v
 (1) v
 (2) : : : v
 (P)]T , com v
 (
 0) � 0, 8
; 
 0 2 �, que satisfazem as seguin-

tes propriedades

kv 
 k1 = 1;
X


 02 �

v
 0(
 ) � ~C < 1 e v
 (
 ) > 0; 8
 2 � ; (4.7)

onde ~C �e uma constante tal que ~C > 0. Chamamos deN 
 , supp(v 
 ) = f 
 0 2

� jv
 (
 0) > 0g3 a vizinhan�ca tempo-frequencial do ��ndice
 . A Fig. 4.1 mostra

um plano tempo-frequência com � = f 1; 2; : : : ; 30g e um exemplo de vizinhan�ca

N 
 = f 7; 8; 9; 12; 13; 14; 17; 18; 19; 22; 23; 24g centrada em
 = 18.

Para pesosv 
 de vizinhan�ca dados, de�nimos o funcional de suaviza�c~ao de vizi-

nhan�ca � : CP ! R+
0 componente a componente como

� (c
 ) ,

 
X


 02 �

v
 (
 0)jc
 0j2
! 1=2

: (4.8)

Para c 2 CP , estabelecemos� (c) , f � (c
 )g
 2 � . O operador persistente generalizado

3Chamamos de supp(v 
 ) o suporte dev 
 .
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Figura 4.1: Exemplo de vizinhan�ca.

de limiariza�c~ao suave �e de�nido, ent~ao, por

S�
�;� (c
 ) , S�;�;v (c
 ) = c
 (1 � � �

�;
 (c))+ ; (4.9)

com � �
�;
 , � �;
 � � , onde \� " �e o operador de composi�c~ao de fun�c~oes, ou seja,

� �
�;
 (c) = � �;
 (� (c)).

A primeira propriedade da Eq. (4.7) garante que a extens~ao globalda vizinhan�ca

n~ao inter�ra com a esparsidade da solu�c~ao. A segunda, garante que � seja bem

de�nido. Sem a terceira, n~ao haveria a intui�c~ao sobre o conceitode vizinhan�ca [12].

Para o caso que estamos analisando, o problema LASSO (no qualp = q = 1)

passa a ser denominadoWindowed Group-Lasso(ou WGL) e escrevemos a fun�c~ao

de limiariza�c~ao como� WGL = � L � � .
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4.5 Aplica�c~ao em �Audio: Redu�c~ao de Ru��do de

Fundo

4.5.1 Motiva�c~ao

Aqui, assumimos o seguinte modelo para o sinal de �audiox 2 RL :

x = �c + e; (4.10)

ondee 2 RL �e o ru��do aditivo. Na an�alise, vamos considerar que este �e branco gaus-

siano, condi�c~ao su�ciente para que o m�etodo proposto funcione4 [12]. Novamente,

temos� 2 CL � P e c 2 CP . Queremos reduzir a quantidade de ru��do na observa�c~ao

x, o que signi�ca aproximar de forma esparsa os coe�cientesc [12]. O sinal limpo

ser�a dado, portanto, por x̂ = � ĉ.

4.5.2 Experimentos

Para estimar os coe�cientesc, vamos utilizar, como j�a foi dito, a norma `1 como

crit�erio de esparsidade e o algoritmo FISTA descrito na Se�c~ao 4.3. Al�em disso, utili-

zaremos dois dicion�arios gerados a partir das transformadas inicialmente propostas:

a STFT e a CQT (cujo desempenho queremos aferir nesse contexto).

Para a STFT, utilizamos como janela de an�aliseh(n) uma janela de Hann de

N = 1024 amostras e um salto temporal dea = 256 amostras. Utilizamos, para a

CQT, a sua vers~ao rasterizada com janela de an�alise igual a raiz quadrada de uma

janela de Blackman-Harris. A frequência m��nima desejada �e dadapor f min = 20 Hz5;

a m�axima desejada, porf max = 17640 Hz; o salto temporal, pora = 21; e n�umero

de bins por oitava, por B = 24. Consideramos, para os dois casos, que o sinal de

entrada x(n) foi amostrado a uma taxa def s = 44100 Hz.

Os experimentos realizados aqui foram retirados de [12]. Testamoso algoritmo

para, como no artigo, três sinais de �audio de naturezas diferentes: um composto

de instrumentos de cordas, outro de piano e o terceiro, de instrumentos percussi-

vos. Cada tipo de sinal de �audio gera um espectro com caracter��sticas pr�oprias.

Esperamos, por exemplo, que o espectro de instrumentos percussivos apresente, es-

sencialmente, padr~oes verticais, os quais evidenciam os instantesde tempo no qual

estes instrumentos foram tocados. Por outro lado, para instrumentos tonais, como �e

o caso de instrumentos de corda e do piano, esperamos padr~oes horizontais, que cor-

respondem �as fundamentais e aos harmônicos das notas tocadas. No caso do piano,

4Lembrando que vamos utilizar a norma`1 como crit�erio de esparsidade.
5Na verdade, o valor def min foi reduzido at�e tornar o n�umero de oitavas inteiro. Obtivemos

f min � 17; 73 Hz.
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espera-se, ainda, uma localiza�c~ao temporal marcada dos ataques bem de�nidos.

As Figs. 4.2, 4.3 e 4.4 mostram as magnitudes das representa�c~oesSTFT e CQT

para os sinais de piano, cordas e percuss~ao, respectivamente6. Escolhemos uma es-

cala logar��tmica para o eixo representando a frequência para ambas as transforma-

das. Como foi visto no Cap. 2, a CQT atribui um n�umero maior debins para baixas

frequências, o que pode ser observado nos gr�a�cos dos instrumentos tonais (piano

e cordas: Figs. 4.2 e 4.3, respectivamente). Enquanto para a STFTa informa�c~ao

dessa faixa de frequências est�a espalhada ao longo do eixo frequencial, para a CQT

percebemos que a energia das parcelas tonais presentes no sinal de �audio est�a mais

bem localizada. Em compensa�c~ao, a informa�c~ao tonal de alta frequência est�a melhor

representada no caso da STFT, j�a que, para essa regi~ao, estatransformada possui

mais bins.

No caso do sinal de percuss~ao, percebemos, novamente, que asparcelas tonais

existentes s~ao melhor representadas por estarem na faixa de baixas frequências. A

parcela percussiva, no caso da STFT, est�a bem concentrada no tempo ao longo

de todo o eixo frequencial. No caso da CQT, por outro lado, a esparsidade da

representa�c~ao �e maior em altas frequências e vai diminuindo nadire�c~ao da faixa

de baixas frequências, onde a informa�c~ao temporal destas parcelas est�a bastante

espalhada.

Figura 4.2: Compara�c~ao entre a STFT e a CQT de um sinal de piano sem ru��do.

6Aqui, tamb�em utilizamos um passo de a = 21 para o caso da STFT, de forma a tornar mais
justa a compara�c~ao entre as representa�c~oes.
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Figura 4.3: Compara�c~ao entre a STFT e a CQT de um sinal de cordassem ru��do.

Figura 4.4: Compara�c~ao entre a STFT e a CQT de um sinal de percuss~ao sem ru��do.

O sinal de entradax do algoritmo ser�a dado por um do sinais escolhidos acima

(piano, cordas e percuss~ao) acrescentado de ru��do branco. Escolhemos valores de

SNR (raz~ao sinal-ru��do) iguais a 10, 20 e 30 dB. Como forma de avalia�c~ao do de-

sempenho do algoritmo, utilizamos a SNR do sinal de sa��dâx, SNR(x̂), estimado

como

SNR(x̂) = 10 log10

�
kx � k2

2

kx̂ � x � k2
2

�
; (4.11)

onde x � 2 RL �e dado pelo sinal de �audio sem adi�c~ao de ru��do branco, e a nota

PEAQ [33]. Esta �ultima �e uma forma de avalia�c~ao baseada em psicoac�ustica, na

qual o sinal sem ru��do estimadox̂ �e comparado ao originalx � em um dom��nio

perceptivo. A unidade de sa��da �e uma ODG (do inglês,Objective Di�erence Grade)
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que pode variar de� 4 (degrada�c~ao muito incômoda) a 0 (degrada�c~ao impercept��vel).

A taxa de amostragem para compara�c~ao �e 48 kHz e os sinais devem estar alinhados

em tempo e potência.

A ideia deste trabalho �e explorar diferentes tipos de vizinhan�ca para cada sinal

de �audio selecionado e cada transformada. Classi�camos as vizinhan�cas de acordo

com os seguintes aspectos: orienta�c~ao, extens~ao e simetria.No primeiro caso, as

vizinhan�cas podem assumir uma das três categorias a seguir: horizontal, vertical

ou retangular; no segundo, as categorias s~ao: curta, m�edia e longa; e no terceiro,

sim�etrica, centrada em 1=3 e assim�etrica.

Dado um ��ndice tempo-frequencial
 = f k; j g e um vetor � = [ � 1; � 2; � 3; � 4]T ,

vamos de�nir a vizinhan�ca N 
 como N 
 (� ) = Nk;j (� ) = f (k0; j 0)jk0 2 f k � � 4; k +

� 2g; j 0 2 f j � � 3; j + � 1gg, ou seja, o vetor� representa a extens~ao adicional da

vizinhan�ca na orienta�c~ao� = [norte, leste, sul, oeste]T em torno do ponto central


 . Os valores de� utilizados s~ao dados a seguir, de acordo com as classi�ca�c~oes

� Orienta�c~ao

horizontal: � = [0 4 0 4]T

vertical: � = [4 0 4 0]T

retangular: � = [1 1 1 1]T

� Extens~ao

curta: � = [0 4 0 4]T

m�edia: � = [0 8 0 8]T

longa: � = [0 12 0 12]T

� Simetria

sim�etrica: � = [0 4 0 4]T

centrada em 1=3: � = [0 2 0 6]T

assim�etrica: � = [0 0 0 8]T .

Em [12], o autor avalia, para cada sinal de �audio (piano, cordas e percuss~ao), a

SNR do sinal de sa��dax̂ para as classi�ca�c~oes e subclassi�ca�c~oes das vizinhan�cas.

Aqui, utilizamos apenas as subclassi�ca�c~oes que resultaram nos melhores valores

de SNR. Para o sinal de piano, utilizamos vizinhan�ca com orienta�c~ao horizontal,

de extens~ao m�edia e centrada em 1=3. Para o sinal de cordas, vizinhan�ca com

orienta�c~ao horizontal, de extens~ao longa e sim�etrica7. Para o sinal de percuss~ao,

vizinhan�ca com orienta�c~ao retangular, de extens~ao curta e centrada em 1=3.

7Como a vizinhan�ca sim�etrica �e an�aloga �a com orienta�c~ao horiz ontal, vamos apenas apresentar
os resultados para este caso.
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Resumindo, temos os seguintes parâmetros de entrada para o algoritmo de

redu�c~ao de ru��do:

� 3 sinais de �audio: piano, cordas e percuss~ao;

� 2 op�c~oes de transforma�c~ao tempo-frequencial: STFT e CQT;

� 3 valores de SNR: 10 dB, 20 dB e 30 dB; e

� 3 classi�ca�c~oes de vizinhan�ca: orienta�c~ao, extens~ao e simetria.

Realizamos, no total, 48 experimentos, j�a descontados os 6 relacionados ao sinal de

cordas com vizinhan�ca sim�etrica. A seguir, apresentamos os resultados em fun�c~ao

dos valores de SNR e notas PEAQ em conjunto com uma an�alise detalhada.

4.5.3 Resultados

Nesta se�c~ao apresentaremos os resultados obtidos para os parâmetros de entrada

propostos anteriormente. Mostramos as tabelas com os valores de SNR e notas

PEAQ obtidos e, em seguida, analisamos os resultados.

Como foi dito, temos que garantir que os sinais a serem comparadosest~ao ali-

nhados temporalmente e em potência. O alinhamento temporal �e mantido ap�os o

processamento. Para o alinhamento em potência, variamos a amplitude do sinal re-

cuperado at�e que a nota PEAQ de sa��da fosse m�axima. Adotamosesta como sendo

a nota PEAQ atribu��da ao sinal sob an�alise.

Outro parâmetro que devemos ajustar �e o de regulariza�c~ao� . Como visto no

Cap. 2, ele controla o grau de esparsidade da representa�c~ao obtida, ou seja, quanto

maior for � , mais esparsa ser�a a solu�c~ao. Um valor muito alto leva a perda de

informa�c~ao, geralmente em altas frequências, enquanto que um valor baixo ir�a pre-

servar componentes relativos ao ru��do. Embora numa situa�c~aopr�atica a procura de

um valor adequado para� seja cega, j�a que o sinal sem ru��do n~ao �e conhecido, a

�loso�a aqui foi descobrir qual o melhor resultado que se conseguiria em cada caso

e, dessa forma, comparar diferentes con�gura�c~oes de formajusta. Para determi-

nar o melhor valor de� , utilizamos os crit�erios de SNR e nota PEAQ. Realizamos

uma busca exaustiva com 30 valores de� espa�cados geometricamente no intervalo

[10� 3; 3]. Selecionamos, ent~ao, os valores correspondentes �as melhores SNR e nota

PEAQ obtidas. Neste, adicionamos um crit�erio extra: a SNR do sinalobtido deve

ser, no m��nimo, igual �a SNR de entrada. Como resultado, obtemos� SNR e � PEAQ ,

respectivamente. A Fig 4.5 mostra um exemplo dessa busca, onde� SNR = 0; 0275

e � PEAQ = 0; 0052. Percebemos, com este caso, que os valores selecionados de�

selecionados s~ao, em geral, diferentes.

58



-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5
0

5

10

15

20

log(l )
S

N
R

 (
dB

)

-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5
-4

-3

-2

-1

0

log(l )

P
E

A
Q

Figura 4.5: Valores de SNR (primeira linha) e notas PEAQ (segunda linha) obtidos
para um sinal de piano corrompido com 10 dB de SNR. Os pontos em vermelho
correspondem aos m�aximos de SNR e nota PEAQ.

Na Fig. 4.5, podemos notar tamb�em que a SNR obtida aumenta, a princ��pio,

com o aumento de� at�e alcan�car seu m�aximo em 19; 4 dB. Em seguida, a SNR

decai at�e 0 dB. A partir de log10 � = � 0; 3622 (que corresponde a� = 0; 4343), o

valor da nota PEAQ aumenta drasticamente, indicando, supostamente, resultados

perceptivamente parecidos ao sinal original sem ru��do. Tal suposi�c~ao �e, no entanto,

equivocada, pois a partir deste ponto, devido aos valores elevadosdo coe�ciente de

esparsidade� , partes do sinal recuperado foram completamente zeradas. De alguma

forma, isso impede que o PEAQ (que foi originalmente concebido paracomparar

diferen�cas leves causadas por codi�ca�c~ao) forne�ca uma nota perceptiva coerente

com o que se ouve.

A primeira bateria de experimentos utiliza 30 dB como SNR de entrada.Os

valores de SNR e notas PEAQ obtidos para as transformadas STFT eCQT s~ao

dados nas tabelas 4.1 (SNR e STFT), 4.2 (SNR e CQT), 4.3 (PEAQ e STFT) e 4.4

(PEAQ e CQT).

Comparando os resultados mostrados nas Tabelas 4.1 a 4.4, percebemos que os

valores de SNR do sinal recuperadôx s~ao maiores para a transformada STFT. Essa

diferen�ca �e mais acentuada para o sinal de piano, onde ela �e ligeiramente superior

a 2 dB. No caso das notas PEAQ, consideramos que os resultados s~ao equivalentes

para os sinais de piano e de percuss~ao e ligeiramente piores no caso da CQT para

o sinal de cordas. Percebemos que, para este valor de SNR de entrada, o algoritmo

n~ao �e capaz de reduzir o ru��do de forma signi�cativa sem prejudicar o timbre do

instrumento. Assim sendo, a nota PEAQ �e essencialmente a mesma eo valor de

� PEAQ �e pequeno, o que signi�ca que poucas altera�c~oes foram realizadas sobre o
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espectro do sinal ruidoso.

A segunda bateria de experimentos utiliza 20 dB como SNR de entrada. Os

valores de SNR e notas PEAQ obtidos para as transformadas STFT eCQT s~ao

dados nas tabelas 4.5 (SNR e STFT), 4.6 (SNR e CQT), 4.7 (PEAQ e STFT) e 4.8

(PEAQ e CQT).

Comparando os resultados mostrados nas Tabelas 4.5 a 4.8, percebemos que,

tamb�em neste caso, os valores de SNR do sinalx̂STFT s~ao maiores que os do sinal

x̂CQT , por�em, com uma diferen�ca maior, de quase 3 dB. Agora, as notas PEAQ

obtidas com a transformada CQT foram ligeiramente piores para os sinais de cordas

e de percuss~ao e equivalentes no caso do sinal de piano. Aqui, notamos que as notas

PEAQ obtidas j�a s~ao melhores que as do sinal corrompido nos casos dos sinais de

cordas (com a STFT) e de percuss~ao (para ambas as transformadas).

A terceira e �ultima bateria de experimentos utiliza 10 dB como SNR de entrada.

Os valores de SNR e notas PEAQ obtidos para as transformadas STFT e CQT s~ao

dados nas tabelas 4.9 (SNR e STFT), 4.10 (SNR e CQT), 4.11 (PEAQ e STFT)

e 4.12 (PEAQ e CQT).

Tabela 4.1: SNR obtida para a STFT e SNR de entrada igual a 30dB

Cordas Piano Percuss~ao

Orienta�c~ao 32; 5 35; 2 33; 6

Extens~ao 32; 6 35; 2 33; 0

Simetria | 35; 0 33; 5

Tabela 4.2: SNR obtida para a CQT e SNR de entrada igual a 30dB

Cordas Piano Percuss~ao

Orienta�c~ao 31; 3 32; 7 32; 4

Extens~ao 31; 4 32; 8 32; 5

Simetria | 32; 7 32; 4
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Tabela 4.3: PEAQ obtida para a STFT e SNR de entrada igual a 30dB

Cordas Piano Percuss~ao

PEAQ original � 3; 4 � 2; 4 � 2; 9

Orienta�c~ao � 3; 3 � 2; 4 � 2; 9

Extens~ao � 3; 2 � 2; 5 � 2; 9

Simetria | � 2; 4 � 2; 9

Tabela 4.4: PEAQ obtida para a CQT e SNR de entrada igual a 30dB

Cordas Piano Percuss~ao

PEAQ original � 3; 4 � 2; 4 � 2; 9

Orienta�c~ao � 3; 4 � 2; 4 � 2; 9

Extens~ao � 3; 4 � 2; 4 � 2; 9

Simetria | � 2; 4 � 2; 9

Tabela 4.5: SNR obtida para a STFT e SNR de entrada igual a 20dB

Cordas Piano Percuss~ao

Orienta�c~ao 27; 2 27; 1 27; 3

Extens~ao 27; 2 27; 2 26; 5

Simetria | 27; 1 27; 1

Tabela 4.6: SNR obtida para a CQT e SNR de entrada igual a 20dB

Cordas Piano Percuss~ao

Orienta�c~ao 24; 4 23; 7 24; 5

Extens~ao 24; 8 23; 9 24; 7

Simetria | 23; 7 24; 5
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Tabela 4.7: PEAQ obtida para a STFT e SNR de entrada igual a 20dB

Cordas Piano Percuss~ao

PEAQ original � 3; 5 � 2; 7 � 3; 1

Orienta�c~ao � 3; 2 � 2; 7 � 2; 6

Extens~ao � 3; 2 � 2; 7 � 2; 5

Simetria | � 2; 6 � 2; 6

Tabela 4.8: PEAQ obtida para a CQT e SNR de entrada igual a 20dB

Cordas Piano Percuss~ao

PEAQ original � 3; 5 � 2; 7 � 3; 1

Orienta�c~ao � 3; 5 � 2; 6 � 2; 8

Extens~ao � 3; 4 � 2; 6 � 2; 8

Simetria | � 2; 6 � 2; 8

Tabela 4.9: SNR obtida para a STFT e SNR de entrada igual a 10dB

Cordas Piano Percuss~ao

Orienta�c~ao 20; 0 19; 4 20; 7

Extens~ao 20; 5 19; 4 20; 2

Simetria | 19; 2 20; 5

Tabela 4.10: SNR obtida para a CQT e SNR de entrada igual a 10dB

Cordas Piano Percuss~ao

Orienta�c~ao 16; 3 15; 1 16; 3

Extens~ao 16; 8 15; 4 16; 5

Simetria | 15; 2 16; 3
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Tabela 4.11: PEAQ obtida para a STFT e SNR de entrada igual a 10dB

Cordas Piano Percuss~ao

PEAQ original � 3; 7 � 3; 0 � 3; 6

Orienta�c~ao � 3; 2 � 3; 0 � 2; 1

Extens~ao � 3; 2 � 3; 0 � 2; 1

Simetria | � 3; 0 � 2; 1

Tabela 4.12: PEAQ obtida para a CQT e SNR de entrada igual a 10dB

Cordas Piano Percuss~ao

PEAQ original � 3; 7 � 3; 0 � 3; 6

Orienta�c~ao � 2; 6 � 2; 8 � 2; 2

Extens~ao � 2; 9 � 2; 8 � 2; 2

Simetria | � 2; 8 � 2; 3

Comparando, por �m, os resultados mostrados nas Tabelas 4.9 a 4.12, percebe-

mos que, como nos casos anteriors, os valores de SNR do sinalx̂STFT s~ao maiores

que os do sinal̂xCQT . Agora, a diferen�ca �e ainda maior que nos dois �ultimos ca-

sos: em torno de 4 dB. As notas PEAQ obtidas com a transformada CQT foram

ligeiramente melhores para os sinais de cordas e de piano. Para o casodo sinal de

percuss~ao, devemos analisar com cuidado as notas PEAQ obtidas.Como foi dito

anteriormente, para valores de� su�cientemente elevados, trechos do sinal s~ao re-

movidos e apenas os remanescentes s~ao comparados ao sinal limpo. Neste caso, por

se tratar de um sinal essencialmente percussivo com lacunas longas, a SNR do sinal

obtido se manteve relativamente alta (maior ou igual �a SNR de entrada, igual a

10 dB) mesmo com os cortes. Assim sendo, devemos desconsiderartais resultados,

pois, na pr�atica, cortar trechos do sinal ruidoso n~ao �e uma alternativa v�alida.

De forma resumida, percebemos que os resultados obtidos por meioda STFT s~ao

maiores em termos de SNR e relativamente equivalentes em termos denota PEAQ se

comparados aos obtidos por meio da CQT. Perceptivamente, escutamos a presen�ca

de ru��do de alta frequência para os sinais recuperados atrav�esda transformada CQT.

Como vimos no Cap. 2, sabemos que osbins de frequência para esta transformada

s~ao geometricamente espa�cados e que, portanto, o n�umero de bins utilizados para

representar altas frequências �e menor que no caso da STFT, onde estes apresentam

um espa�camento linear. A Fig. 4.6 mostra os m�odulos das representa�c~oes tempo-

frequenciais de um sinal composto unicamente por ru��do brancoxRB . �E poss��vel
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perceber, claramente, que osbins correspondentes �as altas frequências para o caso

da CQT contêm mais energia que para o caso da STFT, justamente para compensar

o espa�camento inerente a essa transformada.

Figura 4.6: Representa�c~oes de ru��do branco utilizando a STFT (primeira coluna) e
a CQT (segunda coluna).
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(b) Representa�c~ao equalizada.

Figura 4.7: Curva de equaliza�c~ao estimada, em vermelho, a partir de uma observada,
em azul (a); e representa�c~ao equalizada de ru��do branco utilizando a CQT (b).

O algoritmo que estamos utilizando, no entanto, n~ao leva em considera�c~ao esse

conhecimento pr�evio da CQT. Ele pressup~oe que o sinal sob an�alise est�a corrompido

com ru��do branco e que este se espalha de forma uniforme sobre o plano tempo-

frequencial. De forma a contornar este problema, realizamos uma opera�c~ao de pr�e-

ênfase neste plano, equalizando a energia presente em todos osbins. Para isso,
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multiplicamos cada coluna da matriz de coe�cientes por uma curva estimada8, dada,

em vermelho, na Fig. 4.7a. A curva em azul �e a m�edia dos m�odulos das amplitudes

normalizadas dos coe�cientes de cada coluna da matriz de transforma�c~ao do sinal

xRB calculada a partir da CQT. A Fig. 4.7b mostra a representa�c~ao resultante do

sinal xRB , ap�os a pr�e-ênfase.

Decidimos repetir uma das três baterias de testes realizados at�eent~ao para a

transformada CQT com equaliza�c~ao, chamada, por conveniência, de CQT+. Esco-

lhemos a SNR de entrada igual a 20 dB. Os valores de SNR e notas PEAQobtidos

s~ao dados nas tabelas 4.13 (SNR e CQT+) e 4.14 (PEAQ e CQT+).

Tabela 4.13: SNR obtida para a CQT+ e SNR de entrada igual a 20dB

Cordas Piano Percuss~ao

Orienta�c~ao 26; 8 26; 3 27; 9
Extens~ao 27; 3 26; 5 27; 9
Simetria | 26; 2 27; 9

Tabela 4.14: PEAQ obtida para a CQT+ e SNR de entrada igual a 20dB

Cordas Piano Percuss~ao

PEAQ original � 3; 5 � 2; 7 � 3; 1
Orienta�c~ao � 3; 3 � 2; 7 � 2; 6
Extens~ao � 3; 2 � 2; 7 � 2; 5
Simetria | � 2; 7 � 2; 6

Agora, comparamos os resultados mostrados na Tabela 4.13 com osda Tabela 4.6.

Vemos que os valores de SNR obtidos aumentaram entre 2,4 e 3,4 dB e podem ser

considerados compat��veis aos valores apresentados na Tabela 4.5. Comparamos,

tamb�em, os resultados mostrados na Tabela 4.14 com os da Tabela 4.8. Para os

sinais de cordas e percuss~ao, as notas PEAQ obtidas foram ligeiramente melhores,

compar�aveis, novamente, �as da Tabela 4.7.

Vamos analisar auditivamente os sinais recuperados por meio da CQT+em ter-

mos das melhores notas PEAQ. Escolhemos, inicialmente, o sinal de cordas e a

vizinhan�ca classi�cada segundo a sua extens~ao. Somos capazesde perceber dife-

ren�cas consider�aveis entre os resultados obtidos para os dois casos: CQT sem e com

equaliza�c~ao. No primeiro caso, o ru��do remanescente cont�em alguma informa�c~ao de

alta frequência, proveniente de parcelas de ru��do com algum graude correla�c~ao en-

tre si. Este, portanto, n~ao �e uniforme e prejudica a qualidade dosinal recuperado.

8A curva estimada �e da forma K
p

f , onde K �e um valor que depende da variância do ru��do
presente ef �e a frequência em Hz.
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Por outro lado, a parcela de sinal restante �e razoavelmente brilhante, pois ainda

mant�em parte dos harmônicos superiores. No segundo caso, o ru��do �e eliminado por

completo, por�em, em conjunto com uma parcela de alta frequência do sinal original.

O mesmo ocorre para o sinal de percuss~ao e mesma vizinhan�ca. Nocaso do sinal

de piano, a mudan�ca perceptiva �e apenas na natureza do ru��do.Este se torna mais

uniforme e soa de forma mais natural.
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Figura 4.8: Representa�c~oes do sinal de cordas sem (primeira coluna) e com a pre-
sen�ca de ru��do branco (segunda coluna) utilizando a CQT.

Escolhemos um dos sinais acima para comparar visualmente as representa�c~oes

geradas. Para isso, utilizamos o sinal de cordas, com a vizinhan�ca classi�cada se-

gundo a sua extens~ao. A Fig. 4.8 mostra as representa�c~oes dos sinais original (pri-

meira coluna) e corrompido (segunda coluna) obtidas por meio da CQT. O sinal

corrompidox �e processado e duas vers~oes recuperadas s~ao geradas:x̂SNR e x̂PEAQ a

partir de dois graus de esparsidade� de forma a otimizar, como foi dito, a SNR e a

nota PEAQ de sa��da. A Fig. 4.9 mostra os valores de SNR (primeira linha) e notas

PEAQ (segunda linha) de sa��da para diferentes� . Os pontos m�aximos s~ao dados em

vemelho. A Fig. 4.10 mostra as representa�c~oes dex̂SNR (primeira coluna) e x̂PEAQ

(segunda coluna) ap�os a etapa de limiariza�c~ao. Por �m, a Fig. 4.11mostra as repre-

senta�c~oes obtidas dos sinais recuperadosx̂SNR (primeira coluna) e x̂PEAQ (segunda

coluna) no dom��nio no tempo, ou seja, calculamos a transformada inversa a partir

das representa�c~oes limiarizadas, obtendôxSNR e x̂PEAQ , e, em seguida, calculamos

a transformada novamente, resultado nas repesenta�c~oes recuperadas.

Pelas Figs. 4.10 e 4.11, percebemos que, para as representa�c~oes do sinal x̂SNR

(primeira coluna), boa parte do ru��do de alta frequência ainda est�a presente no

sinal recuperado. Um motivo poss��vel �e o fato de que esse ru��dopode n~ao ser
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Figura 4.9: Valores de SNR (primeira linha) e notas PEAQ (segunda linha) obtidos
para um sinal de cordas corrompido com 20 dB de SNR. Os pontos em vermelho
correspondem aos m�aximos de SNR e nota PEAQ.

completamente descorrelacionado. O algoritmo analisa o grau de correla�c~ao entre os

coe�cientes dentro de uma dada vizinhan�ca e leva essa informa�c~ao em considera�c~ao

ao limiariz�a-los. Quanto maior for a interdependência entre eles, menor ser�a o grau

de limiariza�c~ao. Assim sendo, coe�cientes que possuem um certo grau de correla�c~ao

entre si e s~ao correspondentes �as parcelas de ru��do presentes no sinal podem n~ao ser

eliminados. Estes ser~ao percebidos auditivamente na forma de ru��do musical.

As representa�c~oes obtidas para o sinal̂xPEAQ , por outro lado, n~ao cont�em in-

forma�c~ao signi�cativa de altas frequências, o que pode ser visto, tamb�em, nas

Figs. 4.10 e 4.11 (segunda coluna). Perdemos, inclusive, informa�c~oes relativas ao

sinal de �audio original, o que compromete o timbre e o brilho do sinal decor-

das recuperado. Perceptivamente, no entanto, preferimos eliminar o ru��do de alta

frequência remanescente, mesmo que em troca de perda de parte da informa�c~ao do

sinal original.

Um outro teste que poder��amos propor �e alterar o n�umero debins por oitava

da CQT, at�e ent~ao igual a 24. Tal mudan�ca n~ao altera o tamanho da matriz de

coe�cientes gerada e, portanto, tamb�em n~ao ir�a alterar signi�cativamente o custo

computacional do algoritmo. Sabemos, a partir dos parâmetros utilizados para

cada transformada, que o n�umero de coe�cientesP obtidos por meio da CQT �e

aproximadamente seis vezes maior que para o caso da STFT. Al�em disso, temos

que considerar que o algoritmo utilizado (FISTA) realiza, a cada itera�c~ao, opera�c~oes

de ida e volta para o dom��nio do tempo, o que requer que a transformada (e a

volta) seja calculada com e�ciência. De forma a melhorar o desempenho da CQT
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nesse sentido, poder��amos pensar em abrir m~ao da sobreposi�c~ao temporal utilizada,

atualmente dada pora = 21. Tal mudan�ca reduziria o n�umero de coe�cientes

calculados e, consequentemente, a complexidade computacional.
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Figura 4.10: Representa�c~oes limiarizadas do sinal de cordas corrompido com ru��do
branco a 20 dB de SNR para diferentes graus de esparsidade utilizando a CQT. Na
primeira coluna, escolhemos otimizar a SNR de sa��da e, na segunda, anota PEAQ
obtida para o sinal recuperado.
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Figura 4.11: Representa�c~oes recuperadas do sinal de cordas corrompido com ru��do
branco a 20 dB de SNR para diferentes graus de esparsidade utilizando a CQT. Na
primeira coluna, escolhemos otimizar a SNR de sa��da e, na segunda, anota PEAQ
obtida para o sinal recuperado.
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Se, por um lado, reduzir o salto temporal ao calcularmos a CQT acarretaria

em uma melhora no desempenho do algoritmo, por outro, comprometer��amos a re-

constru�c~ao do sinal temporal a partir da transforma�c~ao inversa9. Uma possibilidade

seria explorar t�ecnicas mais recentes que permitem a reconstru�c~ao perfeita do sinal

temporal a partir da sua transformada CQT [34]. Dessa forma, al�em da perda de

informa�c~ao a cada itera�c~ao do algoritmo FISTA, considerada irrelevante at�e ent~ao,

poder��amos trabalhar no sentido de reduzir a sua dimens~ao e, assim, o tempo de

processamento.

Por �m, �e importante ressaltar que a quest~ao da vizinhan�ca n~ao foi su�ciente-

mente explorada neste trabalho. Os resultados apresentados emtermos da SNR e

notas PEAQ s~ao, para todos os casos abordados, muito semelhantes entre si, n~ao

dando margem a interpreta�c~oes adicionais.

4.6 Considera�c~oes Finais

Neste Cap��tulo, estudamos uma t�ecnica que utiliza informa�c~oessobre a estrutura

interna do sinal sob an�alise. Abordamos, como principal aplica�c~ao, a redu�c~ao de

ru��do em sinais de �audio corrompidos. Neste processo, levamos emconsidera�c~ao que

os sinais podem ser persistentes tanto temporal, quanto frequencialmente, que �e o

caso dos sinais tonais e percussivos, respectivamente. Dessa forma, o ru��do de fundo

presente, considerado branco, �e supostamente eliminado nesteprocesso.

Os dicion�arios utilizados para realizar os experimentos foram a STFTe a CQT.

Ap�os os experimentos realizados h�a, no geral, muitos argumentos que favorecem o

uso da STFT no lugar da CQT. Os valores obtidos de SNR s~ao, de forma geral,

maiores para esta transformada. Se considerarmos, no entanto, que vamos utili-

zar a CQT+, ainda assim podemos argumentar contra. Basta mencionar o custo

computacional relativamente elevado desta transformada. O queainda n~ao levamos

em considera�c~ao, no entanto, �e o tipo de ru��do presente em sinais de �audio. Este

raramente ocupa toda a faixa de frequências, e sua amplitude geralmente decai com

a frequência. Assim sendo, a informa�c~ao de ru��do de alta frequência que perma-

nece, em boa parte dos casos, nos sinais recuperados a partir da transformada CQT,

pode ser razoavelmente menor e, possivelmente, mascarada pela informa�c~ao de baixa

frequência.

9Com os parâmetros utilizamos, somos capazes de recuperar o sinal temporal original a partir
da sua transforma�c~ao com uma SNR de aproximadamente 37 dB.

69



Cap��tulo 5

Conclus~oes

Este trabalho reuniu um conjunto de t�ecnicas utilizadas dentro docontexto de

\An�alise Tempo-Frequência". Primeiramente, no Cap. 2, apresentamos a teoria

por tr�as de tais t�ecnicas, englobando a ideia de decomposi�c~oesatômicas de sinais e

recupera�c~ao esparsa. No primeiro caso, falamos das representa�c~oes porframes e as

transformadas STFT e CQT. J�a no segundo, exploramos o conceito de limiariza�c~ao

suave, expandindo-o para o algorimo de limiariza�c~ao iterativa no caso de dicion�arios

redundantes, e aproxima�c~oes estruturadas.

Em seguida, no Cap. 3, de�nimos a FChT e falamos em detalhe sobre sua im-

plementa�c~ao. Algumas extens~oes e melhorias foram propostas; s~ao elas:

� Extens~ao do modelo linear da fundamental para um n~ao-linear;

� Troca da fun�c~ao de saliência at�e ent~ao utilizada por uma independente do

timbre do sinal1; e

� Inclus~ao de um modelo de inarmonicidade no c�alculo da nova saliência.

Aqui, ressaltamos tamb�em que, no caso da nova fun�c~ao de sali^encia utilizada, reti-

rada de [25], algumas mudan�cas foram implementadas de forma a, n~ao s�o integrar o

uso desta saliência com a FChT, mas tamb�em melhorar o seu desempenho. Os re-

sultados obtidos para cada etapa foram, nessa ordem, representa�c~oes mais esparsas

para sinais com r�apidas 
utua�c~oes em frequência; melhoria na estima�c~ao da taxa de

inclina�c~ao � , especialmente para sinais corrompidos com ru��do de fundo; e melhoria

na estima�c~ao de� e representa�c~ao mais esparsa para sinais com um certo grau de

inarmonicidade.

No Cap. 4, por �m, abordamos o tema \Esparsidade Estruturada", onde apresen-

tamos algumas de�ni�c~oes, como normas mistas e vizinhan�ca, explicamos o algoritmo

utilizado e realizamos alguns experimentos de forma a reduzir o ru��dode fundo em

sinais de �audio. Utilizamos a minimiza�c~ao LASSO, ou seja, a norma`1 como crit�erio

1Essa melhoria somente foi implementada para o caso da FChT com deforma�c~ao linear.
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de esparsidade. No artigo original [12], o dicion�ario utilizado �e a STFTe a medida

de compara�c~ao entre resultados �e a SNR obtida do sinal sem ru��do estimado. Aqui,

por�em, propusemos as seguintes modi�ca�c~oes:

� Uso da CQT no lugar da STFT no algoritmo de redu�c~ao de ru��do;

� Curva de pr�e-equaliza�c~ao da CQT para uniformizar a distribui�c~ao do ru��do

branco nesta transformada; e

� Uso da nota PEAQ como medida auxiliar para comparar resultados.

Os resultados para as transformadas utilizadas foram analisados,como dito, em

termos dos valores de SNR e notas PEAQ m�aximos obtidos. Tais valores foram

considerados an�alogos para ambos os casos.

5.1 Pr�oximas Etapas do Trabalho

Os resultados obtidos para as modi�ca�c~oes propostas nesta disserta�c~ao nos permi-

tiram perceber poss��veis melhorias adicionais nas t�ecnicas estudadas. As principais

delas s~ao dadas a seguir:

� Checar a presen�ca dealiasing para o caso da FChT com deforma�c~ao n~ao-linear;

� An�alise mais detalhada da amostragem dos seguintes parâmetros: taxa de

inclina�c~ao � , curvatura � e fator de inarmonicidade� ;

� Proposta de busca informada por parâmetros que substitua a atual busca

exaustiva;

� Integra�c~ao da nova fun�c~ao de saliência proposta com a FChT com deforma�c~ao

n~ao-linear;

� Manipula�c~ao dos parâmetros da CQT (n�umero debins por oitava e sobre-

posi�c~ao temporal) no m�etodo empregado para redu�c~ao de ru��do de fundo em

sinais de �audio;

� Explorar t�ecnicas de reconstru�c~ao perfeita do sinal temporal a partir da sua

CQT e integr�a-las com a t�ecnica de redu�c~ao de ru��do empregada;

� Explorar o conceito apresentado de vizinhan�ca mais a fundo;

� Realiza�c~ao de testes subjetivos sistem�aticos e busca por outras ferramentas

objetivas mais apropriadas para avaliar o sinal recuperado como, por exemplo,

o PAQM (do inglês, Perceptual Audio Quality Measure) [35]; e
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� Comparar a t�ecnica utilizada para a redu�c~ao de ru��do de fundo em sinais de

�audio com outras j�a consolidadas na literatura.

Tais e outras ideias devem ser exploradas ao longo de uma tese de DSc.
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