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A historia das Teleconunicaceese marcadapor fortes avancostecnologicos,
traduzidosem decadagde pesquisasdesenolvimento dealgoritmosmaise cientese
implemertaceesem hardware cadavez mais rapidos. Uma dastecnicasmais conhe-
cidaspara reduzir a complexidadede um algoritmo e reduzir o posto de matrizesde
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Cap tulo 1

Intro du cao

1.1 Motiv acao

A historia das Teleconunicaceese marcadapor fortes avancostecnologicos,
traduzidos em decadasde pesquisasgdeserolvimento de algoritmos mais e cientes
e implemertaceesem hardware cadavez mais rapidos.

Quandofalamosde e cienciade um algoritmo nosreferimosao seutempo de
execueao computacional,cuja grandezadependede alguns parametros,comoo tip o
de hardware e 0 numerode entradas do software. Por estemotivo, medimoso tempo
computacional por metodos analticos, de forma a determinar a complexidadede
um algoritmo independerte da linguagemde programeacao, compilador ou hardware
usados.

Citando o casoespec co datelefoniacelular,emquecodigospseudo-aleabrios
e multiplica ceesde matrizes de ordem ele\ada sao constartemerte usadosa medida
gue asgeraceesvao sendodesenolvidas (por exemplo,a terceira e a quarta geracao
de celulares),uma das tecnicasmais simplese conhecidaspara diminuir a comple-
xidade dessesalgoritmos e reduzir o posto das matrizes. Para isto, e necesario
concettrar a informacao destasmatrizes em alguns ndices pre-determinados para
gue a reducao de posto sejamais e ciente.

A SVD (Decomposicao em ValoresSingulaes) e umadasferramertas existen-
tes parareducao do posto, por suacaracterstica peculiar de concetrar ainformacao
da matriz nosvaloressingulares.

Apesarde existirem diversosalgoritmos para calcular a SVD, tais como 0s



metodos de Golub-Kahan SVD, o Golub-Reinsti SVD, R-SVD, e o GSVD [1], os
metodosde Jacobisao osmaisusadospor suacaracterstica de computacao paralela.

Nesta tese, e implemertada a SVD pelo metodo de Jacobi e sao propostos
dois metodos de obter a SVD com precisao variavel (CORDIC) durante e apos a
reducao de posto, para comparaao dos resultados obtidos em uma aplicacao de
estimacao.

O CORDIC (COordinate Rotation Dlgital Computer) e um algoritmo rapido
e simples, possuindocaractersticas geonetricas que permitem, atraves do uso de
somadore® registradoresde deslacamernto, realizar calculosde operaceesaritm eticas
complexas. O CORDIC calcula ainda com a precisao de n bits senos,cossenos,
tangertes e muitas outras operacees,podendoserutilizado comounidadearitm etica

de calculo em qualquer algoritmo.

1.2 Organiza cao da Tese

No Captulo 2, descreemosdetalhadameite o funcionamerto do algoritmo
CORDIC, assimcomoseusmodosde operacao e suasregieesde convergéncia. Foram
implemertadasaotodo 16 funceesCORDIC no Matlab, compossibilidadede escolha
dos bits de precisz0. Para cadafuncao plotamos gra cos e analisamosa regiao de
converggncia.

No Captulo 3, mostramosa SVD, suascaractersticase detalhamoso metodo
de Jacobi para matrizes simetricasn n. Foi deserolvido no Matlab a funcao
SVD_JACOBI, gue calculaa SVD pelo metodo classicode Jacobi.

Os metodos propostospara calculo da SVD com precisao variavel se@o mos-
trados no Captulo 4. Foi desewolvida no Matlab as funcees SVD_CORDIC e
SVD_CORDICRED, juntando os conceitosvistos nos dois captulos anteriores. Os
resultadosobtidos com estaimplemertacao podem servistosno nal destecaptulo,
com operaceesde matrizes2 2e3 3compreciaode 3,5, 7, 10e 15 bits.

No Captulo 5 detalhamoso conceito da decomppsicao do Itro de Wiener
nas coordenadaspadrao, para aplicacao da reducao de posto. Foram deserolvidos
no Matlab cinco cerarios de estimacao, com precisao variavel e posto reduzidos.

Por m, no Captulo 6 apresetamos as conclusesde cadasimulacao e pro-



pomos uma linha de trabalho futuro na area de reducao de posto com precisao

variavel.



Cap tulo 2

Algoritmos CORDIC

2.1 Intro ducao

Os algoritmos CORDIC (CO ordinate Rotation DI gital Computer) foram
deserolvidos no intuito de melhorar o desemgnho de determinadasoperaceesa-
ritm eticascomplexas possibilitandoimplemertaceesmais e cientes de arquiteturas
e algoritmos DSP (Digital Signal Processing.

Foi com esta motivacao que Volder [2] introduziu em 1959 uma tecnicade
rotaceesde vetorescom operaceesde somae deslaamerno, possibilitando o calculo
iterativ o de funceestrigonometricas e funceeshiperbolicas. A cadaiteracao, a pre-
cisaodo algoritmo eincremenada por um bit deacuracia, o queda aoalgoritmo uma
caracterstica peculiar e expandeo seuleque de atuacao na area de processameto
de sinais e sistemasdigitais.

O CORDIC e um conjunto de rotaceesde angulos xos calculadospor uma
se@qencia de deslacamerto, com direcao de rotacao determinada por um esquema
de cortrole que gararte a convergénciado algoritmo. Osangulosde rotacao vao di-
minuindo a cadaiteracao, e dependendodo esquemale cortrole usado,podemoster
diferentes modosde operaceespossibilitando a implemertacao de diferertes funcees.

Osresultadosobtidos por Volder foram aperfeicoadospor outros pesquisado-
res, destacando-se trabalho de Walther [3] que generalizouas equaceesoriginais
para funceeshiperbolicas, Meggitt [4] nascomputaceescom basedecimal e Daggett
[5] na cornversao de decimal-birario. Muitos avancosem VLSI (Very Large-Sale

Integration) so foram possveis devido ao uso do CORDIC em suasarquiteturas.



Suasrotacees,tambem chamadasde microrrotacees, oferecemuma alternativa ele-
garte para o calculo de funceesaritm eticas, trigonometricas, hiperbolicas, sistemas
de equaceeslineares,calculo de autovalores,autovetores,valoressingularese decom-

posicao QR.

2.1.1 Dimens ao das Rota cees

Originalmente, o CORDIC descrito por Volder lida com rotaceesno espao
Euclidiano ou Pseudo-Euclidiano,sendoe ciente no que se prop6s. Porem, quando
e precisorotacionar vetoresem espaos com dimenszesmaioresque 2, o algoritmo
necessariamde decompme estasrotaceesem 2D para depois recompor 0 produto
nal, onerandoo desemgnhodo processador.A medida que o tamanho do espao
vai aumertando, torna-se complicado manter a velocidade de implemertacao por
mais rapida que sejaa arquitetura do DSP.

Com esteracioc nio, Hsiao e Delosme[6] implemertaram uma generalizaao
do algoritmo CORDIC permitindo que rotaceesde vetores de dimenso n sejam
decompstasem rotaceescom dimensaesmaioresque 2, como 3 e 5, por exemplo,
presenando a sua norma original. Esta generalizaao, conhecidacomo CORDIC
Householder nao sera abordada nesta tese, e todas as implemenacees CORDIC

realizadasnestetrabalho sao rotaceesde vetoresbidimensionais.

2.2 Algoritmo CORDIC

Volder desenolveu o algoritmo CORDIC baseadona forma geral da matriz
de rotacao de Givens,querotacionaum vetor V = (x;y) por um angulo no plano
Euclidiano:

8

< x%=xcof ) ysen )

y°=ycog )+ xser( )

(2.1)



¥ v = (x"y)

v=(xy

Figura 2.1: Rotacao de um vetor v por um angulo

Organizandoa equaao acima, temos:

8
S x%=cog ) [x ytan( )]

(2.2)
y°=cog ) [y+ xtan( )]

SeosAangulosde rotacaoforemlimitados atan( ) = 2 ', amultiplicacaodo
termo tangerte e reduzidaa uma operacao simplesde deslacameno [7]. A direcao
da rotacao pode sertanto no serido horario quarto no sertido anti-horario, pois
coy ) = coy ). A equaao 2.2 pode serexpressacomo:

8
S X = Kixiooyi i 2]

. (2.3)
Yier = Kilyi+ % 2]
em que:
— i — 1
K; = cogtan 2 ") = pﬁ (2.4)
i = 1 (25)



Sea variavel K; for removida das equaeesiterativas acima, pode-serotaci-
onar vetoressomerte com operaceesde somae de deslacamerio. A remocao desta
variavel, chamadade fator de correcao de escala,pode ocorrer atraves de um pro-
duto realizado apos cada iteracao ou pode ocorrer ao nal de todas as iteracees,
comoum processade ganhodo algoritmo.

Os#angulosde cadarotacao sao determinadospelovalor de arcotangenes, que
variam de acordocom uma se@@ncianao decrescete. A tabela abaixo exempli ca

passoa passoosangulosde rotacao x0s para a seqenciados humerosnaturais:

Tabela 2.1: Valoresdosangulos xos para a se@nciados numerosnaturais

tan( ) i cos( )
tan (1) = 1 1= 45 cos( 1) = 0.7071
tan ( ) = 3 | »= 265650 | cos( ;) = 0.8944
tan ( 3) = 3 | 3= 140362 | cos( ;) = 0.9701
tan ( 4) = 3 4= 7:1250 | cos( 4) = 0.9922
tan ( 5) = 55 | 5= 35763 | cos(s) = 0.9980
tan ( 6) = 55 | &= 1:7899 | cos( ) = 0.9995

Uma terceira variavel z e necesaria para acunular os &ngulosrotacionados,

COMO exposto na equaao a seguir:

zm =z  tan 2 (2.6)

Por exemplo,sesubstituirmos osvaloresdetan( ;) ecoq ;) naequaao 2.2,
e iniciarmos as variaveis Xg, Yo € Zo com os valores Kil 0 e um angulo qualquer
respectivamerte, temosao nal dei iteraceeso cossenale armazenadana variavel
Xi. Seaplicarmoso metodo umavez,temosa precisao de um bit, e assimpor diante.

Juntando os conceitosdas equacees?2.1, 2.2 e 2.3, Volder descree uma ite-
racao CORDIC composta exclusivamerte com operaceesde soma/subtracao e des-

locamerto da seguirte maneira:
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% Xi+#1z = X5 M 5 Y m

§ Yiter = Yit i Xi mi (2.7)
" iyl = i m;i

A cadaiteracao um vetor v; = (x;;y;)" sem transformado linearmerte num
vetor Vi1 = (Xi+1;Yi+1)', € avariavel z assumeo somabrio dosangulosde rotacao
mi - A variavel m pertencere ao conjunto f 1,0,-1g determina o sistemade coorde-
nadas,enquario a variavel ;, podendoassumirosvaloresf 1,-1g, ira determinar a
direcao da rotacao, desemgnhandoum papel fundamertal para a corvergénciado
algoritmo. A variavel i edenida como i = d " , sendod a basedo sistema
numericoe sy,; umaseaenciade deslacamerto de numerosinteiros, geralmerte nao
decrescete.

Para um melhor entendimerto da equacao (2.7), vamos estudar separada-
merte cadauma das variaveis acima com intuito de entender de forma clara o seu
proposito dentro do algoritmo. A basebinaria, usadaprincipalmernte em operacees
computacionais,foi a base escolhidapara implemerntacao, sendoportanto ,; =
2 Smi

2.2.1 Sistemas de Coordenadas

O resultado de qualquer transformacao linear depende do sistemade coor-
denadasutilizado. No casodo CORDIC, o sistemade coordenadase determinado
pela variavel m, e pode ser circular, linear ou hiperbolico. Um exemplot pico e o
calculo direto do senoe cossenogque so podem ser obtidos com o sistemacircular
de coordenadas.

Para um melhor ertendimerto, vamosconsiderarum sistemade coordenadas

polares. Sendo(x; y) coordenadasortogonaisde um ponto P, temos:

8 P 8 0
S R= x2+m y2 < x=R cos( = m)
1 pm . R p_ (2.8)
= eL tan 1 VX - y= #- sen(  m)



A variavel m irade nir anormadovetorR = (x;y)T, dadapor P x2+m y2
eoangulo , de nido por(p%) tan 1(VIDTH). Quandom = 1, atrajetoria da rotacao
eum crculo defuncao x>+ y> = 1e = tan 1(£). No sistemade coordenadas
hiperbolico, a trajetoria da rotacao e uma funcao hiperbolicade nida porx? y?=1

e = tanh l(%), e no sistemade coordenadaslinear, a trajetoria e dadapela linha

- =Yy
x=1le = 7.

A tabelaabaixoresumede forma sucirta cadasistemade coordenadasusado

no CORDIC.

Tabela 2.2: Sistemade Coordenadasno CORDIC

Sistemas de Coordenadas

Mo do m Raio Angulo
: —
Circular | m=1 x2+y2 | tan *(¥)
Linear m=20 X s
p——

Hiperbolico | m = -1| = x2 y2 | tanh (%)

A ideia principal e transformar linearmerte um ponto P; = (Xx;;y;) para um

ponto Pi+1 = (Xj+1;Yi+1) tal como:

8
<Xi+1:Xi+m i Yi (2.9)

Yi+1 = Yi i X

O entendimerto ca ainda maisexpl cito visualizandoas guras abaixo, con-

tendo astrajetorias dasrotaceesem cadasistemade coordenadas:



L

1

-.‘. i

Wy :

W1

x2+_}r2=1

W= {%, 7T

Figura 2.2: Sistemade CoordenadasCircular

x=1

Wi {23y T

Figura 2.3: Sistemade CoordenadasLinear
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Figura 2.4: Sistemade CoordenadasHiperbolico

Nas guras citadas, o Angulode rotacao xa n; vai diminindo em modulo
a medida que as iteraceesvao sendoincremenadas devido a seqienciade deslca-
merto. O efeito rotacional pode ocorrer tanto no serido horario quarto no sertido
anti-horario, de acordo com o esquemade cortrole de corvergéncia do algoritmo.

Sendo o0 somabrio dosangulos ., temos:

8 p
2 = ek tan 1("m)
P 1 (2.10)

Pode-seobsenar nasFiguras 2.2 e 2.4 que o vetor vai sofrendouma expanse
nao uniforme ao longo dasiteracees. Isto ocorre porque o algoritmo realizarotacees
imperfeitas (multiplica ceesde senose cossenos) Seacurnularmos estask; expan®es
numa variavel K,,, podemoscorrigir o resultado atraves de um produto por um
escalar,retirando o efeito das expan®es. Este e o chamado Fator de Correcao de
Escala, sendotambem um parametro para veri car se o algoritmo corvergiu no

sistemade coordenadasadotado.
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N Q1 (2.11)

Uma terceira componerte z; armazenao angulo total acunulado nas suces-

sivasiteracees. Depois de n iteracees,temos:

8
2 Zii1 = Z i omi

P 1 (2.12)
> Zn = 2o i m;i

Ondez, eigual adiferencaenre oanguloinicial z, e 0 Angulototal derotacao

acummulado nasn iteracees.

2.3 Mo dos de Operacao

Assim como o sistemade coordenadas,a escolhado modo de operacao per-
mite que secheguea resultadosespec cos. Esta escolhae feita substituindo ; por
um \esquemade cortrole”, que determina a direcao de cadarotacao.

A variavel ; pode assumirosvaloresf 1,-1g, e quandoo produto de ; ede
x; for positivo na equacao (2.7), o senido da rotacao e anti-horario. Por suavez,
guandoo produto destasvariaveisfor negativo, o serido da rotacao e horario.

Os modosde operacao principais sao os modosde rotacao e o de vetorizacao.

2.3.1 Mo do de Rota cao

O modo de rotacao, tambem conhecidocomo Z-Reduction e como modo de
aplicacao, caracteriza-sepor ir reduzindo o valor da variavel z a cadaiteracao con-
vergindo a variavel para zero. Quando isto acortece, o angulo total de rotacao
acunulado e exatamernte igual ao anguloinicial zo escolhido.

Na pratica, para aplicacao do CORDIC num vetor de ertrada (x;y)" e
atribu do um angulo inicial de rotacao zo = . Com isto, temosSXg = X, Yo = VY

ezy= ,onde:

12



. P1 .
Quando z, e igual a zero, = = i mi, OU Seja, 0 angulo total
i=0
acunulado derotacao eigual a .

Para queisto acorteca, o esquemade cortrole ; = sign(z) e usado,obten-
do-se:
8
2 Xisa =X M sign(z) yi 2 °m
3 Yisr = Yi * sign(z) x; 2 Sm (2.14)

Zia =2z sign(z)  mi

Figura 2.5: Trajetoria de uma transformacao CORDIC no modo de rotacao com

sistemade coordenadascircular.

Na Figura 2.5 e mostrada a trajetoria para o modo de rotacao no sistema
de coordenadascircular. E eviderte a expanse nao uniforme a cadaiteracao, que

pode ser corrigida com o fator de correcao de escala.
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2.3.2 Mo do de Vetoriza cao

Tambem conhecidocomo Y-Reduction e modo de avaliacao, 0 modo de ve-
torizacao tem como nalidade rotacionar um vetor de ertrada (x;y)" ao redor do
eixo x. Isto e feito atravesde um esquemade cortrole capazde forcar y,, para zero
durante asiteracees. A rotacao ao redor do eixo X pode sertanto no eixo positivo
(Xo  0) quanto no eixo negativo (xo  0), dependendodo sinal de x,, € quando

Yn = 0, z, cortem o Angulototal derotacao depois de n iteracees.

7= = D (2.15)

O esquemade cortrole no modo Y-reduction e ; = sign(x;) sign(y;).

Substituindo a variavel ; na equacao fundamenal (2.7), temos:

8

E Xi+1 = Xj + M sign(x;) sign(y;) yi 2 °m

5 Vier = Yi sign(x;) sign(y;) x; 2 Smi (2.16)
" Zyg =z +sign(xi) sign(yi)  mi

. . P .
Ao nal dasiteraceesx, = Kn(n) sign(Xe) X2+ m y2. Na gura abaixo
pode-seobsenar a trajetoria para o modo Y-Reduction no sistemade coordenadas

circular de um vetor (x;y)'.
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Figura 2.6: Trajetoria de uma transformacao CORDIC no modo Y-Reduction com

sistemade coordenadascircular.

2.4 Convergéncia do Algoritmo

Na Secao 2.3 os esquemasde cortrole de cornverggéncia foram usadosnos
modos de rotacao e vetorizacao. Os esquemade cortrole de nem uma seqncia
desinais ; 2 f1; 1gparaconduziradirecaodasi iteracees,masnao sa0 0SUuNicos
responsaveis por garartir a convergénciado CORDIC.

Sendoo numero de iteraceesigual a n rotaceesde angulos xos com direcao
variavel, o Angulo desejadode rotacao A, pode apresetar um erro de arredonda-

merto dado por:

= Ao i m;i (2.17)

O erro de arredondameto nao inclui erro de quartizacao nita dos
angulosde rotacao ,j. Os errosde quartizacao sao abordadospor HU [8].
Analisando a equaao (2.17), podemosde nir dois criterios de converggncia,

conforme[2, 3]:

O angulo escolhidode rotacao dewe satisfazera condicao:
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X1
m;i m;j m;n 1 (2.18)

j=i+1l

Exempli cando o casolimite descrito pela equacao (2.18), se apos uma de-
terminada iteracao i restar um angulo A; igual a zero (ou seja, 0 Angulo desejado
para rotacao foi atingido, masainda restamn-i iteracees),signi ca que na proxima
iteracao o vetor bidimensionalsofrela uma rotacao ;. Nestecaso,0 somawrio
dos angulosrestartes de rotacao U m;j Seria su ciente para fazer com que o

j=i+1l
angulo de rotacao nal A,, apos a ultima iteracao n, seja zero com acuracia de

mn 1-

O angulo de rotacao Ay nao dewe excedera regiao de corvergénciada deter-
minada iteracao, ou seja,a somade todos os Angulosrestartes mais o angulo

jAOj mi T mn o1 (2-19)

2.4.1 Seguencias de Deslocamento

Os criterios expostos acima estao diretamerte ligados a escolhade uma
se@qenciade deslacamerno corvergene, pois e ela que determina o angulo xo de

cadarotacao, dado por:

= plﬁ tan }Pm 2 )  sendoi2f0::::n 1g (2.20)

Uma mesmaseqéenciade deslacameno nem semprecorvergeem difererntes

sistemasde coordenadas,0 que possibilita a atuacao do algoritmo em diferertes
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regieesde convergéncia,comfatoresde correcao de escaladiferertes (equacees(2.10)
e (2.11)).

Assim que for escolhidaa se@@ncia, independerie do modo de operacao,
pode-secalcular antecipadamerte os angulos xos i e o fator de correcao de
escala.

Para os sistemasde coordenadascircular e linear, e intuitiva a escolhado
conjunto dos numeros naturais N para S, pois a se@encia seria inteira e nao
decrescete, fazendocomque ,; = 2 " semprecorvirja. Ja quando o sistema
de coordenadasfor hiperbolico, a seq®ncia anterior so cornvergira se repetirmos
algumasiteraceespara alcarcar o resultado desejado. Esta ideia foi desewnolvida
por Walther [3] e consisteem montar a se@&nciasy,; como conjurto N repetindo
asiteracees3 k + 1, sendok igual asiteraceesf1;2; ;ng.

A tabela a seguir mostra as seqenciasde deslacamerio para cada sistema

de coordenadas.

Tabela 2.3: Seaenciade Deslacameno do CORDIC

Sistemas de Seqguéncia de Regi ao de Fator de
de de de Corre cao
Coordenadas Deslo camento Convergencia | de Escala
m Smi JAo] Km(n! 1)
1 0;1,2,3;,4;, ;i 1,74 1,64676
0 1,2,3;,4, ;i 1,0 1,0
-1 1,2,3;4,4,5; 1,13 0; 82816

Visando aumertar a regiao de corvergénciapara os sistemasde coordenadas
linear, foi utilizada umaseméenciadiferernte da expostapor Meyr e Dawid [9] aolongo
destetrabalho. A se@@nciasugeridapor elesnao leva em consideraao o numero0,
gue limita o Angulo maximo jAyj em 1 radiano (ver Tabela 2.3). Ao acrescetar o
numero 0 na se@encia, a regiao de corvergenciae simplesmete dobrada, conforme

mostrado na tabela abaixo e na secao de implemertacao destecaptulo.
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Tabela 2.4: Seqenciade Deslaccamerio modi cada do CORDIC

Sistemas de Seqguéncia de Regi ao de Fator de
de de de Corre cao

Coordenadas Deslo camento Convergencia | de Escala
m Smi JAoj Km(n! 1)
0 0;1,2,3,4, ;i 2,0 1,0

2.5 Funcees CORDIC

Para qualquerimplemertacao CORDIC, e necesario conhecero sistemade
coordenadas(circular, linear ou hiperbolico), o0 modo de operacao e a seqencia
de deslacameno. Com estestrésgrausde liberdade, diferenes funceespodem ser
calculadasa partir de um vetor de ertrada escolhido(Xo; Yo; Zo)-

Para um melhor entendimerto, a tabela 2.5 mostra a permutacao das com-

binaceesacima e as respectivas funceesobtidas em cadamodo de operacao.
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Tabela 2.5: Funceescalculadaspelo CORDIC

m | Mo do de Operacao | Entrada Sada Funcees

1 rotacao Xo = X Xn = Kg(n) (xcos ysen) tan
Yo=Y Vn = K1(n) (ycos + xsen ) sen
Zo = zn =0 cos
X = Kll(n) Xn = COS csc
Yo=0 Yn = Sen sec
Zp = z,=0

1 vetorizacao Xo = X Xn = K1(n) sign(xo) ¥ X2+ y? atan
Yo=Y yn=0
Z0 = zn = +tan 1(¥)

0 rotacao Xo = X Xn = X multiplica cao
Yo=Y YVn =Y+ X z soma
20=2 zn =0

0 vetorizacao Xo = X Xn = X divisao
Yo=Y Yn =0
Z0= 2 zn=z+ ¥

-1 rotacao Xgp = X Xn = K 1(n) (xcosh + ysenh) tanh
Yo=Y Xn = K 1(n) (ycosh + xsenh ) senh
Zp = z, =0 cosh
X = ﬁ(n) Xn = cosh exp
Yo=0 Yn = senh
Zo = zn =0

-1 vetorizacao Xg = X Xn = K 1(n) sign(xo) ¥ x2 y? atanh
Yo=Y yn =0 sqrt
20 = z, = +tanh (%) In

Um exemploda utiliza cao da tabelaacimae aimplemenacao da funcao seno
CORDIC. A funcao senopode serobtida no sistemade coordenadascircular, modo
Z-Reduction com o vetor de entrada sendo(xg = rl(n);yo = 0;zg = ). Supondo

= 68, com 5 bits de precisao, temosa seqi®nciade rotaceesa seguir:
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Tabela 2.6: Exemplo dasiteraceesCORDIC para o calculo do senode 68

Itera cao Entrada Sada Parametros CORDIC
1 Xo=1 X1 = 0:7071 1 =45
Yo=0 y1 = 0:7071 Ky = 1;4142
Zo = 68 z1= 23 1= +1
2 X1 = 0:7071 | x, = 0:3162 2 = 265
y1 = 0:7071 | y, = 0:9487 K, = 1:1180
z1= 23 2= 35 2= +1
3 Xz = 0:3162 | x3 = 0:5369 3= 14
yo = 0:9487 | y3 = 0:8437 K3 = 1:0308
2= 35 z3 = 105 3= 1
4 X3 = 0:5369 | x4 = 0:4281 a=7
y3 = 0:8437 | y4 = 0:9037 K4 = 1:0078
z3 = 105 Z4 = 3.3 2= +1
5 X4 = 0:4281| x5 = 0:3709 5= 35
y4 = 0:9037 | y5 = 0:9287 Ks = 1:0020
24 = 3.3 zs= 02 5= +1

Coordenadas Circular

Z - Reduction

Rotagio
45°
265
1
0
7
o
5 3.5
g

Figura 2.7: Trajetoria dasrotaceesCORDIC no calculo do senode 68 .
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A Figura 2.7 mostra a trajetoria das rotaceesCORDIC no calculo do seno
de 68 . A variavel z, iniciada com = 68, corvergepara o valor 0, ou seja, atinge
o angulo desejado.O valor do senopode servisto na variavel y, que esta ilustrada
sema aplicacao do Fator de Correcao de Escala,dando €nfasenas imperfeiceesdo
algoritmo CORDIC.

2.6 Fator de Corre cao de Escala

Como podemosobsenar nas Tabelas2.3 e 2.5, quandoo sistemade coorde-
nadase circular ou hiperbolico e necesario corrigir a sada dasvariaveisx ey do
vetor para que sejapossvel obter o resultado esperado. Isto ocorre porque a cada
iteracao CORDIC essasvariaveis sofremuma expanse nao uniforme. Vejamoso
exemploquandom = 1, em que:

8

< Xn= Ki(n) (xcos ysen)

(2.21)
Yn = Kq(n) (ycos + xsen)

O valor de x, ey, esta multiplicado por K.(n) (vide equacao (2.11)). Para

seobter o valor correto dasvariaveisdesejadas precisomultiplic a-laspor um Fator

de Correcao de Es@la, sendoK gcg = ﬁ(n) Nestecaso:
8
<

Xn = K Ki(n X COs sen
n rce Ki(n) ( y ) (2.22)
Yn = Kece Ky(n) (ycos + xsen)

O fator de correcao depende do sistemade coordenadase da seqencia de
deslacamerno, podendo ser pre-calculadoantes das iteracees CORDIC para ser u-
sadodiretamerte comoertrada, evitando multiplica ceesescalaresa posteriori.

Numa primeira analise,o fator de correcao de escalgpode nao sermotivo para
maiorespreocupacees,maspelo fato de requererpelo menosduasmultiplica ceesou
duas diviseesno produto nal, e alvo de estudo por varios pesquisadoregjue vi-
samtornar o CORDIC cadavez mais rapido. Como exemplo, ha os metodos de

Multiplica cao Constarte do Fator [10], de Passosde Normalizacao [11], de Iteracees
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Repetidas e de Iteracees Compensadag12], dertre outros. Nestetrabalho, todas
as simulaceesforam baseadasia Multiplica cao Constarte do Fator, que e a carac-

ter stica de usar o fator na ertrada do vetor (x;y)T.

2.7 Acur acia do Algoritmo

Atravesde n rotaceesde Angulos xos um dado angulo Aq e calculado,com
a incertezade seraproximado por um erro mn 1. Mesmosetodasasoutras
fontes de erro forem desprezadasa acuracia e limitada em magnitude pelo ultimo
angulo de rotaca0 ,, 1. A medida que n aumerta, aproximadamere Sy, 1
d gitos de acuracia sao obtidos desdeque sy, 1 represete o ultimo numero da
se@@nciade deslacameno. Portanto, para uma acuracia de W bits, o numero de
iteraceesdee serescolhidotal que sy, 1= W.

Uma segundafonte de erro ocorre devido a precisao nita das variaveis en-
volvidas, sejanuma implemertacao de ponto xo ou numa implemenacao de ponto
utuan te. DadosW bits de ertrada aotamanhoda palavra (ponto xo), aumertado
por G bits de guardado bit mais signi cativo (MSB) e C bits de guardapara o bit
menossigni cativo (LSB) [9]. Os bits de guarda MSB sa0 necesarios no sistema
circular (m = 1), pois o fator de correcao de escalae maior que 1. Ja os bits de
guarda LSB sa0 necesarios devido aosewertuais errosde aproximacao

A acuracia do CORDIC foi a principal motivacao de sua empregabilidade
nestetrabalho, pois permite que algunsresultadossejamalcancadoscom operacees
e calculos matematicos simpli cados. Aplicaceesde algebralinear, assimcomo na
areade comunicaceesmoveis onde o processamelo nas estaceesradio-basedeman-
dam cada vez mais velocidade e e ciéncia, sa0 exemplospotenciaspara 0 uso do
algoritmo. Atravesde suastransformacees, calculos computacionaisque envolvam
matrizes/vetores de ordem consideavel podem ser simpli cados. Como uma cal-
culadora\cl assica", operaceesmatematicas podem ser aproximadas com CORDIC,
com precisao escolhidapelo proprio usuario. E por isto queo CORDIC foi explorado

ao longo destatese.
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2.8 Implemen tacao: CORDIC no Matlab

TodasasfunceesCORDIC demonstradasha Tabela2.5foram implemertadas
no Matlab, respeitando o sistemade coordenadase 0 modo de operacao correspn-
derte.

Para comprovar o funcionameno daimplemertacao, o fator de correcaode es-
calaeoangulototal rotacionado(parametrosdo CORDIC) podemsersadasdecada
funcao, o que permite ao nal da execwcao uma rapida veri cacao da converggncia
do algoritmo. O comando help [funcao] pode ser usado a vontade, facilitando a
simulacao.

Conforme explicado na Secao 2.4, cada funcao tem a sua regiao de con-
vergéncia, que determina a faixa de operacao do algoritmo. Esta desantagem apa-
rente do CORDIC naotira a suaimportancia, pois osvetoresde ertrada podem ser
normalizados.

Os esquemadde cortrole de converggncia ; para cada modo de operacao
(ver equaao (2.7)) foram aplicadoscom o auxlio de uma funcao criada a partir
da funcao sign, do Matlab. Esta nao atende aos requisitos necesarios por fazer
sign(0) = 0. A solucao foi adaptar a funcao ja existerte chamando-ade bsign
que faz sign(0) = 1. A funcao bsign foi empregadaem todas as funceesCORDIC
implemertadas.

Outro ponto importante para xa cao do conceito foi estudar o comporta-
merto de cadavariavel dasfunceesCORDIC criadas,atravesde gra cos comparan-
do o resultadoobtido comn bits de precisao com o resultadoobtido pelo Matlab. A
regiao de corvergeéncia de cadafuncao, crucial para correta aplicacao do CORDIC,
tambem pode ser melhor obsenada atraves destesgra cos. Cadagra co possuio

modelo de distribui cao abaixo:
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Figura 2.8: Modelo dosgra cos

Osgra cos ilustram o comportamerto dasvariaveisx, Y, z, § Y, e jaolongo
dasiteracees,sendo ; 0 Angulorotacionadona i-esimaiteracao CORDIC.

E importante frisar que asvariaveis X ey estao re etidas nos gra cos apos
sofrerema correcao do fator de escala(ﬁ), no casodos sistemasde coordenadas
circularese hiperbolicos. Como suges&o, e importante acompanhara analise dos
gra cos em conjunto com a Tabela 2.5. Ha de se ressaltar que os gra cos das
variaveis§ e £ so terao utilidade para as funceestangerte e tangerte hiperbolica,
sendoexcessale informacao para as demaisfuncees. Somere no casoespecial das
funceessecate e cossecate osgra cos dasvariaveis ; e ¥ sewo substitu dos por 3

e

<P

2.8.1 Funcao Tangente Cordic (tan_c)

A funcao tangerte cordic e obtida com o sistemade coordenadascircular
(m = 1), no modo de operacao Z-Reduction.

No gra co a seguirpodemosver atangerte cordic de 1 radianocom20bits de
precis20. Seuresultadoe 1; 5574,exatamerte 0 mesmoresultadoda funcao tangerte
do Matlab, como podemosobsenar na posicao da variavel £. Conforme esperado
(ver Tabela 2.3), o seu sistemade coordenadase sua seqencia de deslacamerio

determinam K, = 1;6468¢e jAoj = 1;74. A acuracia destaimplemertacao e de 20
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bits.

Podemosacompanhara reducao da variavel z em cadaiteracao, ate seaproxi-
mar do valor limite de zero(Z-Reduction). Isto mostraa converggénciado algoritmo,
gue no casodestafuncao pode seraplicado para qualquerangulo emradianos,uma
vez que o maior Angulo de rotacao possvel devido a se@@nciade deslacamerio e
jAoj = 1;74, cobrindo todo o primeiro quadrarte.

Notamosainda que a variavel ; vai tendendoa zerocom o andamero das
rotacees, sendouma se@@ncia xa para cada sistemade coordenadas. O gra co
destavariavel repetir-se-a em todas as funceesobtidas atravesdo sistemade coor-

denadascircular.

Tangente CORDIC
Comando tan_c(1,20)
Coordenadas Circular
Modo de Operac &o ZReduction
Fesultado CORDIC 15574
Kn 16468
| Al 1,74
Acuracia 20 bits
Convergéncia Clalguer angulo

Figura 2.9: Tangerne Cordic
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Figura 2.10: Gra co da funcao Tangere Cordic

2.8.2 Funcao Tangente Inversa Cordic (atan_c)

A funcao tangerte inversacordic tambem e obtida com o sistemade coorde-

nadascircular (m = 1), masno modo de operacao Y-Reduction.

radiano com 20 bits de preciszo.

valor limite de zero(Y-Reduction).
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No gra co da variavel z abaixo podemosver a tangerte inversacordic de 1

A cadaiteracao e possvel acompanhara reducao da variavel y, ate atingir o



Tangente Inversa CORDIC

Zomando atan_ci1,20)
Coordenadas Circular
Modo de Operagéo Y-Reduction
Resultado CORDIC 07854

Kn 1,6468
| Aql 1,74
Acuracia 20 hits

Conyergencia

Clualguer angulo

Figura 2.11: Tangerne InversaCordic
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Figura 2.12: Gra co da funcao Tangere InversaCordic
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2.8.3 Funcao Cosseno Cordic (cosc)

A funcao cossenocordic e obtida com o sistema de coordenadascircular
(m = 1), no modo de operacao Z-Reduction.

No gra co a seguirpodemosver o cossenaordic de 1 radiano com 20 bits de
preciszo, como obsenamos na posicao da variavel x (o fator de correcao de escala

ﬁ foi aplicado a cadaiteracao).

Cosseno CORDIC
iZomanda cos_c(1,20)
iZoordenadas iZircular
WModo de Operagéo Z-Reduction
Resultado CORDIC 0,5403
Kn 11,6468
| Al 1,74
Acuracia 20 bits
Convergéncia Qualguer angulo

Figura 2.13: CossendCordic
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Figura 2.14: Gra co da funcao CossenaCordic

2.8.4 Funcao Seno Cordic (sin_c)

A funcao senocordic e obtida como sistemade coordenadascircular (m = 1),
no modo de operacao Z-Reduction.

A Figura 2.14 geradapara o cossenccordic e 0 mesmogra co geradopara
a funcao senocordic, no casode 1 radiano com 20 bits de precisao, mas a variavel
deinteresseagorae a variavel y (o fator de correcao de escalaﬁ foi multiplicado a

cadaiteracao).

29



Seno CORDIC
Zomando sin_ci{1,20)
Coordenadas Circular
Modo de Cperacao Z-Reduction
Resultado CORDIC 0,841%
Kn 1,6468
| Al 1,74
Acuracia 20 bits
Convergéncia Qualguer angulo

Figura 2.15: SenoCordic

2.8.5 Funcao Secante Cordic (secc)

A funcao secarte cordic e obtida com o sistemade coordenadascircular (m =
1), no modo de operacao Z-Reduction.

No gra co abaixo podemosver a secate cordic de 1 radiano com 20 bits de
preciszo, na posicao da variavel % (ja com a multiplicacao do fator de correcao de

escala).

Secante CORDIC
Comando sec cf1,20)
iZoordenadas iZircular
Modo de Operagdo Z-Reduction
Resultado CORDIC 1,8508
Kn 1,6465
B 1,74
Acuracia 20 bits
Convergéncia Qualguer &ngulo

Figura 2.16: Secate Cordic
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Figura 2.17: Gra co da funcao Secate Cordic

2.8.6 Funcao Cossecante Cordic (cscc)

A funcao cossecate cordic e obtida com o sistemade coordenadascircular
(m = 1), no modo de operacao Z-Reduction.

No gra co acima(Figura 2.17,mesmageradapara a secarte cordic), podemos
ver a cossecate cordic de 1 radiano com 20 bits de preciszo na posicao da variavel

%, com o fator de correcao de escalaja aplicado.
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iZossecante CORDIC
_omanda csc o120}
Zoordenadas Zircular
Modo de Operagéo Z-Reduction
Fesultado CORDIC 1,1884
Kn 1,6468
[ Aal 1,74
Acuracia 20 bits
Zonvergéncia Qualguer angulo

Figura 2.18: Cossecate Cordic

2.8.7 Funcao Soma Cordic (soma.c)

A funcao somacordic e obtida com o sistemade coordenadadinear (m = 0),
no modo de operacao Z-Reduction.

No gra co a seguir,podemosver a somacordic de 13 unidadescom 127 uni-
dadescom 20 bits de precisao, comoobsenamosna posicao da variavel y. Conforme
esperado (ver Tabela 2.3), o seusistemade coordenadase sua se@@nciade deslo-
camero determinam K, = 1 e jAg = 2. A acuracia destaimplemertacao e de
2 20

O algoritmo corverge para somade quaisquernumerosreais. Isto porque a
variavel z; na ertrada da funcao foi pre-determinadaa ser semprel (ver Tabela
2.5).

A variavel z, convergea 0, devido ao modo de operacao CORDIC sero modo
Z-Reduction.

Notamosaindaqueavariavel ; assumeumaseaqenciadeangulosderotacees
diferertes dos apresetados nas funceescom sistemade coordenadascircular. Este

gra co repetir-se-a sempreque o sistemade coordenadasfor linear.
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Comando soma_ci 13,127 20)
Coordenadas Linear
Modo de Operagao ZReduction
Resultado CORDIC 1400000
Kn 1.0
|Adl 2
Acuracia 20 bits
Convergéncia Qualguer N* Real

Figura 2.19: SomaCordic
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Figura 2.20: Gra co da funcao SomaCordic

2.8.8 Funcao Multiplica cao Cordic (mult_c)

(m = 0), no modo de operacao Z-Reduction.
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A funcao multiplica cao cordic e obtida com o sistemade coordenadaslinear



No gra co a seguir,podemosver a multiplica cao cordic de 13 unidadescom
1,3unidadescom20bits de precisao, comoobsenamosna posicaodavariavely. Esta
variavel e iniciada com o valor O (yo = 0) e armazenao valor nal da multiplica cao
de x por z

O algoritmo cornverge para multiplicacao de quaisquernumerosreais desde
quez 2. Isto porgue o maior angulo de rotacao do algoritmo (A,) possuivalor 2,
gue e o valor maximo que pode assumira variavel de ertrada z,, devido a seq®ncia

de deslacamerto.

Multiplicacao CORDIC
Comando mult c(13,1.3,20)
iZoordenadas Linear
Modo de Operagéo Z-Heduction
Fesultado CORDIC 16,9
Kn 1.0
Al 2,0
AcuUracia 20 hits
Convergéncia 7 =2

Figura 2.21: Multiplica cao Cordic

34



14
12
10

A OO

0.95
0.9
0.85
0.8
0.75
0.7
0.65

2.8.9 Funcao Divis ao Cordic (div_c)
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Figura 2.22: Gra co da funcao Multiplica cao Cordic

no modo de operacao Y-Reduction.

unidadescom 20 bits de precisao, comoobsenamosna posicao da variavel z. Esta

variavel e iniciada com o valor 0 (zo = 0) e armazenao valor nal da divisao dey

por X.

y X 2. Isto porque o maior &ngulo de rotacao do algoritmo (Ag) possuivalor

2, para satisfazera segundacondicao de cornverggénciado CORDIC comovisto na

equacao (2.19).
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A funcaodivisao cordic e obtida como sistemade coordenadadinear (m = 0),

No proximo gra co, podemosver a divisao cordic de 13 unidadescom 7

O algoritmo cornverge para divisao de quaisquer numeros reais desdeque



Divis&o CORDIC

Zomando div ci13,7.20)
Zoordenadas Linear
Modo de Operagéo Y -Reduction

Fesultado CORDIC 1,8571
Kn 1.0
|Aq] 2,0
Acuracia 20 hits
Convergéncia Yy o= 22X

Figura 2.23: Divisao Cordic
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Figura 2.24: Gra co da funcao Divisao Cordic

2.8.10 Funcao Tangente Hip erbolica Cordic (tanh_c)

A funcao tangerte hiperbolica cordic e obtida com o sistemade coordenadas

hiperbolico (m =

36

1), no modo de operacao Z-Reduction.



No gra co a seguir, podemosver a tangerte cordic de 1 radiano com 20
bits de preciszo, como obsenamos na posicao da variavel £. Conforme esgerado
(ver Tabela 2.3), 0 seu sistemade coordenadase sua se@ncia de deslacamerio
determinam K, = 0;8282e jAyj = 1;1182. A acuracia destaimplemertacao e de
2 2

Podemosacompanhara reducao da variavel z a cadaiteracao, ate atingir o
valor limite de zero(Z-Reduction). Isto mostra a corvergénciado algoritmo, que no
casodesta funcao, pode ser aplicado para qualquer @angulo em radianos menor do
que 1,1181,uma vez que o maior Angulo de rotacao possvel dado pela seq&nciade
deslacamento e jAq = 1;1182.

Ainda percelemosque a variavel ; vai tendendoa zerocom o andamerto
dasrotacees,sendouma se@®ncia xa paracadasistemade coordenadas.O gra co

destavariavel repetir-se-a em todas as funceesque forem coordenadashiperbolicas.

Tangente Hiperbdlica CORDIC
Zomando tanh_c(1,20)
Zoordenadas Hiperbdlico
Modo de Operagao ZReduction
Resultado CORDIC 07616
Kn 08282
|Aal 1,182
Acuracia 20 hits
Conmvergéncia  [Angulos = 11,1181

Figura 2.25: Tangene Hiperbolica Cordic
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Figura 2.26: Gra co da funcao Tangene Hiperbolica Cordic

2.8.11 Funcao Tangente Inversa Hip erbolica Cordic (atanh_c)

A funcao tangerte inversahiperbolica cordic e obtida com o sistemade co-
ordenadashiperbolico (m = 1), no modo de operacao Y-Reduction.

No gra co a seguir,podemosver a tangerte inversahiperbolica cordic de 0,7
radiano com 20 bits de precisao, conforme obsenado na posicao da variavel z. A
ertrada z, foi iniciada com o valor zero,para que o resultadosejaobtido diretamerte
do valor nal dez, (ver Tabela2.5).

Neste caso,0 algoritmo corverge para 0; 8069, porque o0 arco cuja tan-
gerte hiperbolicae 0,8069% arco1,1182radianos,quee 0 Ay maximo de corvergéncia

dada pela se@qenciade deslaamerio.
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Tangente [nversa Hiperbdlica CORDIC
—omando atanh _ci0.7,20)
Zoordenadas Hiperbalico
WModo de Operacéo Y -Reduction
Resultado CORDIC 0,8673
Kn 08282
| Agl 1,1182
Acuracia 20 bits
onvergéncia Arcos = 0,8069

Figura 2.27: Tangere InversaHiperbolica Cordic
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Figura 2.28: Gra co da funcao Tangerne InversaHiperbolica Cordic

2.8.12 Funcao Cosseno Hip erbolico Cordic (cosh.c)

A funcao cossendiperbolico cordic e obtida com o sistemade coordenadas

hiperbolico (m = 1), no modo de operacao Z-Reduction.
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No gra co a seguir, podemosver o cossendhiperbolico cordic de 1 radiano
com 20 bits de precisao, comoobsenamosna posicao da variavel x (ja multiplicada

pelo fator de correcao de escala).

Cosseno Hiperbdlico CORDIC
Comando cosh _cf1,20)
Zoordenadas Hiperbdlico
Modo de Operacao Z-Reduction
Resultado CORDIC 1,543
Kn 08282
| Al 1.1182
Acuracia 20 hits
iZonvergéncia  |Angulos = 1,181

Figura 2.29: CossendHiperbolico Cordic
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Figura 2.30: Gra co da funcao CossendHiperbolico Cordic

40



2.8.13 Funcao Seno Hip erbolico Cordic (sinh_c)

A funcao seno hiperbolico cordic e obtida com o sistemade coordenadas
hiperbolico (m = 1), no modo de operacao Z-Reduction.
Na Figura 2.30 podemosver o senohiperbolico cordic de 1 radiano com 20

bits de precisao na posicao da variavel y.

Seno Hiperbdlico CORDIC
iZomando sinh_c(1,20)
iZoordenadas Hiperdlico
Modo de Operagao Z-Reduction

Fesultado CORDIC 10752

Kn 08282

| Al 11182

Acuracia 20 bits

Comwergéncia  [Angulos = 71,1181

Figura 2.31: SenoHiperbolico Cordic

2.8.14 Funcao Raiz Quadrada Cordic (sort_c)

A funcao raiz quadrada cordic e obtida com o sistema de coordenadas
hiperbolico (m = 1), no modo de operacao Y-Reduction.

No proximo gra co, podemosver a raiz quadradacordic de 1,2 unidadescom
20 bits de precisao, como obsenamosna posicao da variavel x (o fator de correcao

de escalafoi multiplicado a cadaiteracao). As variaveis x ey sao iniciadas com 0s

valoresx = + %1 ey = %1, sendo o valor desejadopara calculo da raiz (ver
Tabela 2.5).
Neste caso, 0 algoritmo corverge para 2; 3816, devido a inequacao

atanh(%)  1,1182,que e 0 A; maximo de corvergéncia dada pela seqiéncia de

deslacamerto.
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Figura 2.32: Raiz Quadrada Cordic
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Figura 2.33: Gra co da funcao Raiz Quadrada Cordic

2.8.15 Funcao Exp onencial Cordic (exp-c)

A funcao exponencial cordic e obtida com o sistema de coordenadashi-

perbolico (m = 1), no modo de operacao Z-Reduction.
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A funcao exponencial e dada pela somado senohiperbolico com o cosseno
hiperbolico, ou seja,pelasomadasvariaveisx ey. No gra co abaixo podemosver a
exponencialcordic de 1 unidade com 20 bits de precisao, mostradana posicao x + Y.

Nestafuncao, asvariaveis x, y e z sao iniciadascomosvaloresx = 1,y = 0
ez = , sendo o0 numero desejadopara calculo do exponencial. O algoritmo
convergepara qualquernumeroreal menordo que 1,1181,devido ao maximo angulo

de rotacao.

Figura 2.34: ExponencialCordic
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Figura 2.35: Gra co da funcao ExponencialCordic

2.8.16 Funcao Logaritmo Neperiano Cordic (In_c)

A funcao logaritmo neperiano cordic e obtida com o sistemade coordenadas
hiperbolico (m = 1), no modo de operacao Y-Reduction.

No gra co a seguirpodemosver o logaritmo neperiano cordic de 9 unidades
com 20 bits de precisao, na posicao da variavel z, multiplicada por 2. Isto porque
o logaritmo neperianoeigual a2 tanh (), sendox = z+ 1ley = z 1 (ver
Tabela 2.5).

O algoritmo converge para qualquer numero real menor do que 9,3, devido
a inequacao atanh() 1,1182,que e 0 Ap maximo de cornvergéncia dada pela
se@qencia de deslacamerio. Neste caso, as variaveis X e y sao iniciadas com os

valoresx = +1ley= 1, sendo o numerodesejadopara calculo do logaritmo.
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Figura 2.36: Logaritmo Neperiano Cordic

1080 8@ 1.4
1.2
8 6
1
6 .h 4 08
4 2 0.6
0.4
2 of
0.2
0 2 0
0 20 40 0 20 40 0 20 40
X@) Y(Q) Z(9)
82 10° 0.8 0.7
(lp . \\l/ .
6 | \ 0.6
I 0.6 Y
4 l 0.5
. &
2 | 0.41 0.4
)
\

0'2 0-3

4 0.1 T
6 0.2 0 w’lﬂm
0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20
X @)Y () Y (3) /X (J) ALFAQJ)

Figura 2.37: Gra co da funcao Logaritmo Neperiano Cordic
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2.9 Resultados

As implementaceesdas 16 funceesforam importantes para o correto ertendi-
merto do algoritmo, de suaspeculiaridadese de suasimperfeicees. Garantir aregiao
de converggéncia e uma condicao necesaria para uso do Cordic, sendoa escolhade
uma seqenciade deslacameno peca chave nestasolucao.

Com uma gamade operacees CORDIC a disposicao, ha diversasmaneiras

possveis para prover precisao nita de n bits a uma aplicacao desejada.
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Cap tulo 3

Decomp osicao em Valores

Singulares

3.1 Intro ducao

A decompmsicao em valores singularespode ser aplicada a qualquer matriz
2 C™ " possuindodiversasaplicacees nas areas de processameto de imagens,
calculo e reducao do posto de uma matriz, para decompsicao em coordenadas
polarese mesmopara calculo dos m nimos quadrados,sendouma dastecnicasmais

usadasna decompsicao de matrizes ao lado da fatoracao LU e da fatoracao QR.

3.2 Conceito de SVD

A decomppsicao dosvaloressingularesdeumamatriz M 2 C™ " edadapor:

M=U vH (3.1)

SendoU 2 C™ M eV 2 C" " sa0 matrizes unitariase 2 R™ " euma
matriz diagonal nao negatia.

Obsenando a equacao (3.1), vemosa semelhaca entre a decomposicao SVD
e a decompsicao espectral (autovalor-autovetor) de uma matriz simetrica M =

Q QT [13]. A relacao ertre elase analisadada seguine forma: na decommsicao
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espectral, os autovaloresde M formam a matriz diagonal , pois elessao 0s seus
elememos nao nulos. A matriz Q e ortogonal (Q QT = 1), e os autovetoresde
uma matriz simetrica podem ser transformadosem autovetores ortonormais. No
casoda SVD, a matriz diagonal real nao negativa e formada pelos seusvalores
singulares,ordenadosem forma decrescete. As matrizesU eV sao formadaspor
vetoresortonormais.

Outra propriedade da SVD e a visualizacao imediata do posto da matriz
decomposta, tornando a SVD muito atrativa dertro da algebralinear. Isto porque
muitas propriedadesna algebralinear so saovalidassea matriz tiver postocompleto.
O postodeumamatriz qualquerM eigual aonumerodevaloressingularesdiferertes

de 0. Osvaloressingulares ; sao ordenadosde forma decrescete tal que:
1 2 3 i r >0 onder = Posto (M)

Para calcular a SVD de uma matriz quadrada ou retangular, o primeiro
passodo algoritmo da SVD e multiplicar MMT e MTM. As colunasde U 2
C™ ™ sao autovetoresde MM T, e as colunasde V 2 C" " sao autovetores de
MTM. Osr valoressingularesna diagonalde 2 R™ " sao razesquadradas
de autovaloresnao nulosde MM T e MTM. O resultado da decommsicao resulta

nasmatrizesU, eV dispostascomo:
U=1Juy, U, ..,Uy], =dag[ 1, 2,..., nl.€V =1[Vy, Vo, ..., Vn]

Outra caractersticaimportante daSVD e o fato dealgumasnormasterem seu
calculo diretamente interligado com os valoressingulares,comoe o casoda Norma
de Frobenius e a norma-2. Pode-seobter o resultado destasnormas conhecendas
valoressingulares,como esta explicitado a seguir:

2 — 2
kKMks = £+ 1+

5 p=minfm;ng (3.2)

kM k2 = 1 (33)

48



A complexidadeda SVD esta ho metodo de diagonalizaao da matriz. Uma
matriz e diagonalizavel seseusautovetoressaolinearmerte independertes. No desen-
volvimento destatese,trabalhamoscomo algoritmo de Jacobiparaa computacao da
SVD, um dos primeiros metodos que apareceramna literatura. O metodo de Jacobi
e beminteressanteporque eletem acuracia superior dertro de certascircunst&ncias
e pode ser utilizado com computacao paralela. Alem dos metodos de Jacobi para
computacao da SVD, ha ainda os metodos de Golub-Kahan SVD, o Golub-Reinst
SVD e 0 R-SVD, alem da implemenacao da GSVD [1].

3.3 Metodos de Jacobi

Os metodos de Jacobi realizam uma seqé&nciade rotaceespara diagonalizar
uma matriz simetrica e quadradaM 2 R" ", com a propriedadede que cadanova
matriz M ° seja\ mais diagonal' que a matriz M predecessorgM °= JTM J).

Apos as rotacees ortogonais, 0 resultado da norma dos elemenios da
nao-diagonal (tambem chamadade \ o -diagonal ") e pequenoo su ciente para ser

desprezada.

m? (3.4)

A rotacao responsavel por diagonalizar a matriz simetrica e chamada de

rotacao de Jacobi. A denominaao J (p, q, ) e dada para uma rotacao de Jacobi

de angulo no plano (p, g), sendodeterminadapelo algoritmo a seguir:

ji = 1 8(i 6 p;0)
jpp = COS; jpq = sen Para todosoutros, jj = 0 (3.5)

W AW 00

jop = sen; Jgq = COS

A forma matricial da rotacao de JacobiJ pode servista abaixo:
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2 3
1 0 0 0
0 cos sen 0 p
J(pig )=§ : KN 5
0 sen cos 0 q (3.6)
0 0 0 1
p q

Podemosobsenar que asrotaceesde Givensnao sao diferertes dasrotacees
de Jacobi.
Para calcular o autovalor de Jacobi, e necesario escolherum par de ndices

(p, q) quesatisfacal p< q n, eformar um par de cosseno-sen¢cos,sen)tal

que:
2 3 2 31 2 3 2 3
4 Mpp Mpg g _ 4 COS SN, My Mpg g , COS  Sen (3.7)
My, Mg, sen cos Mgp Mggq sen cos
O metodo secompletaatualizando M sucessiamerte da forma:
MP=JT M J; ondeJ = J(p;q; ) (3.8)

Aposcadarotacao e necesario veri car sea normade Frolkenius foi mantida.

A norma de Frobeniusde uma matriz qualquer e dada pela formula:

v
u
X0 oxn
=t iay 2 (3.9)

i=1 j=1

KAk
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Portanto, se obsenarmosa norma de Frokenius da matriz M °, veremosque

e presenada pelastransformaceesortogonaisfeitas em M, tal que:

of f (M9Y? = off (M)* 2m2 (3.10)

Isto mostra porqueo metodo de Jacobivai seaproximando da forma diagonal
a cadapassode Jacobi.

A resoluwcao da equacao (3.7) tambem e conhecidacomo Decompsicao de
Shur, pois determinara a matriz de Givensdo par otimo (p, Q).

Antes de ertrar no merito da escolhado par otimo (p, q), a Decompsicao

de Scur sela abordada de forma mais detalhada.

3.3.1 Decomp osicao de Schur

O par (cos, sen) na equacao (3.7) e determinado por uma decompsicao de
Scur da matriz simetrica M tal queM’ = J(p;q; )T M J(p;g ). O fato de

diagonalizara matriz M faz com que:

0= My, = Mg, = Mpg Co$ ser? + (M, Mgg) COS Sen (3.11)

Semyy = 0, entao o par (cos,sen)= (1,0). No casode myq 6 0, de nimos

uma variavel auxiliar igual a:

_ Mgg  Mpp
= == 3.12
2Mpq ( )

Reescregndo as equacees(3.11) e (3.12) em funcao de t = tan( ), tem-se

comoresultado uma equacao de segundograu, tal que:
t?+2 t 1=0 (3.13)
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Ou seja, a escolhado par (cos,sen)dependeda escolhadet tal quea norma

de Frokenius da diferencaentre M °eM (kM° MKkg)) sejamenor possvel.

3.3.2 Metodo Classico de Jacobi

Como foi mencionadoanteriormente, as rotaceesde Jacobi apenasalteram
as linhas e as colunasp e g Mas como escolhero par p e g a m de otimizar a
decompsicao de Scur?

Pensandoconformea equaao (3.10), do ponto de vista da reducao da norma
doselemenos da nao-diagonalda matriz M - o (M) - faz sertido a escolhado par
(p, q) tal que (myy)? sejamaximo. Essae a ideia do algoritmo classicode Jacobi.

Algumasyvertentes do metodo classicode Jacobi, mascommenoscomplexida-

de na buscapelo par (p, q) sao osmetodos\ Cyclic-by-Row" e\ Cyclic-by-Columnm'.

3.3.3 Algoritmos Cyclic-b y-Row e Cyclic-b y-Column

O problema do metodo Classicode Jacobi descrito anteriormente e que a
atualizacao da matriz tem complexidadeO(n) enquario que a buscapor um par
otimo (p, q) envolve O(n?). Uma maneira de minimizar este problema seria es-
colher um par qualquer (i, j) atraves de dois algoritmos: o \cyclic-by-ow" e o
\ cyclic-by-olumn”. Estes metodos c clicos de Jacobi corvergem quadraticamerte,
e como elesnao requerembuscano calculo da nao-diagona) elessao considerados
mais rapidosque o algoritmo de Jacobi original.

O algoritmo cyclic-by-row esta exempli cado a seguir:

(i0;jo) = (1,2

o Jket) seiy<n 1, je<nm
o 2 (iifi) ) sel Ju (3.14)
(e ke1) = o (i + L+ 2); ) seix<n I jk=n;

(1,2); ) seixk=n 1 je=n
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Exempli cando o casode n = 4, o par escolhidoseria:

(P;a) = (1,2);(1;3); (1;4); (2, 3); (2, 4); (3 4); 0

No casodo algoritmo cyclic-by-olumn, a escolhado par e feita da seguirte

maneira;
(ioijo) = (12
i+ Lijw); seiy < j 1 n;
_ | %(k Jk) ) k< Jk Jk (3.15)
(k+1sike1) = & (Lje+ 1); ) seik=jk 1 jk<nm
(1,2); ) seixk=n 1 je=n

3.4 Implemen tacao: SVD pelo M etodo de Jacobi
no Matlab

Para implemenacao da SVD pelo Metodo de Jacobi, foram criadas4 funcees
no Matlab, eafuncaoprincipal eafuncao\svdj.m". Estafuncaoexecutaoutrastres
funceesauxiliares e seu codigo esta descrito em funcao do algoritmo cyclic-by-row
para determinacao do par otimo (p, q). As outras funceescalculama decomppsicao
de Sdcur, a matriz de rotacao de Jacobi e calculam a nao-diagonal seguindopasso
a passoa teoria de Jacobi elucidadanas sessesarnteriores.

As funceesimplemertadas no Matlab para o calculo da SVD foram:

svd_jm ! Funcaoprincipal, resppnsavel por ordenaremordemdecrescete
osvaloressingularesda matriz e seusrespectivos autovetoresnas matrizes
unitarias U e V. Tem como valor de ertrada uma matriz simetrica real, e

retorna asmatrizes , UeV.

schur2 2.m ! Funcaoquerealizaa decompsicao de Scur, determinando
0 cossence 0 senoda rotacao de Jacobi a ser aplicada na matriz desejada.
Tem como valoresde entrada a matriz simetrica e o par (p, q) determinado

pelo cyclic-by-row. Retorna os valoresdo senoe cosseno.
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jacobimatrix.m I Funcao que prepara a matriz de rotacao de Jacobi J.
Tem comovaloresde ertrada 0 cossen@ o senoda matriz de Givens,a matriz

simetrica desejadae o par otimo (p, q). Retornaa matriz derotacaode Jacobi.

o.m ! Funcao que calcula a norma dos elemenos da nao-diagonal na
matriz desejada. Tem como valor de ertrada a matriz simetrica e retorna o

valor da nao-diagonal

Como visto na Secao 3.3, 0 Metodo de Jacobi necessariamdr tem que ser
aplicado a matrizes simetricas e quadradas. E feito um teste na funcao \svd _j.m "
para veri car estacondicao. Sea matriz de entrada nao for simetrica, a funcao re-
torna um texto cortendo a mensagemERRO!!! A Matriz tem queser SIMETRICA .

Para comprovar o funcionameno da implemertacao, a funcao \svdj.m" e
comparadacom a funcao svd.m proprietaria do Matlab. O comandohelp [funcao]
tambem pode ser usado, facilitando a simulacao. A seguir estao 0s resultadosda

implemertacao da SVD pelo metodo de Jacobide matrizessimetricas3 3e5 5.

3.4.1 Exemplo com matriz 3 3

2 3
1 2 3

= E 2 4 2 z (3.16)
3 8

Ao decompr a matriz B em seusvalores singularesusando a \svdj.m",

tem-se:
2 3 2
1 3 0:3610 0:1518  0:9201
g 2 2 go;ssgs 0:8718 0;2968 z
3 8 0:8472 0;4658 0:2556
3.17
2 3 2 . (317
10,1988 0 0 0:3610 0;1518 0:9201
E 3:2796 0 z ; 03898 0;8718 0;2968 z (3.18)

0;4784 0;8472 0;,4658 0;2556
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O resultado da decommsicao pode ser comprovado de duas maneiras,tanto
no calculo da funcao svd.m proprietaria do Matlab ( que nao decompe a matriz
pelo metodo de Jacobi), quarto pela prova natural da decomposicao, que e a mul-

tiplicacao das matrizes U V, eresulta exatamene na matriz A original.

3.4.2 Exemplo com matriz 5 5

2 3
1 2 3 4 5
2 3 10 13 4
C-= 3 10 9 10 3 (3.19)
4 13 10 27 2
5 4 3 2 81

Ao decompr a matriz B em seusvalores singularesusando a \ svdj.m",

tem-se:
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21 2 5 ° 0;0640 0;1398 0;0865 0;1289 0;9753
2 3 10 13 4 0;0653 0;,2906 0;6056 0;7305 0;104
3 10 9 10 3 £ = 0; 0405 0; 2647 0; 7868 0; 5552 0;031
4 13 2
5 4 3
3

10 27 0;0490 0;9067 0;,0443 0;3762 0;1789
2 81 0;29938 0;0620 0;0685 0; 0015 0; 0622
81,8061 O 0 0 0
0 34,5651 0 0 0
0 0 16,2034 0 0
0 0 0 11,6391 O
0 0 0 0 0; 0646

37
0;0640 0;1398 0;0865 0;1289 0,975

0;0653 0;2906 0;6056 O; 7305 0;104
0; 0405 0; 2647 0;7868 0;5552 0;031
0;0490 0;9067 0;,0443 0;3762 0;1789
0;9938 0;0620 0;0685 0;0015 0;0622

file)0)0)0)0)0)0)0) o) NN \V]

De forma analoga, a decomposicao acima e idértica a decompsicao dos va-

lores singularespela funcao svd.m do Matlab.

3.4.3 Resultados

A implemertacao da SVD pelo metodo de Jacobi apresetou os mesmosre-
sultados obtidos pela funcao gererica SVD proprietaria do Matlab, conformeo es-
perado.

A acuracia da implemertacao svdj.m cou restrita ao comprimerio da pa-
lavra do Matlab, quelimita oserrosde aproximacao com a resolwcao de 10 4 para
variaveisdo tipo \ long".

Apesardo algoritmo de Jacobi ter suaslimita cees(somerne trabalhar com
matrizes simetricas e quadradasreais) ele foi escolhidopelassuasvantagensde pa-
ralelismoe complexidade para quedenro de seucodigofonte sejafeita a adaptacao

necesaria para introduzir asfunceesCORDIC. No captulo a seguir,sera mostrada
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umaideiade comopode serfeita estaintegracao, visandosuasvantagensde acuracia

e reducao de posto.
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Cap tulo 4

SVD com precisao CORDIC

4.1 Implemen tacao: Algoritmo SVD _CORDIC no
Matlab

Uma vezimplemertada a SVD pelo metodo de Jacobie 16 funceesCORDIC
capazedle fazeroperaceescom acuraciadesejadasera implemernado nestecaptulo
um algoritmo capazde mesclartecnicasde reducao do posto com as vantagensde
uma \calculadora elegarne de precisao variavel".

A princ pio, pode parecerque a construcao de um algoritmo svd cordic seja
intuitiv a e instantanea. Porem, setodasas operaceesexistertes no codigo da funcao
svdj.m fossemsubstitu das por operaceesCORDIC, surgiria a necessidade&le ana-
lisar a regiao de corvergénciaem cada operacao CORDIC, alem de possveis erros
de arredondameto que nao poderiam ser desprezados.Este nao e o0 objetivo da
tese, pois para obter-seum metodo de decompr matrizes com precisao e posto
reduzidos, so e preciso cortrolar a acuracia do algoritmo. Isto pode ser feito de
diversasmaneirasdertro da implemertacao de Jacobi, desdeque sejamconhecidas
todas as operaceesque compeem o codigo fonte.

Na implemertacao da SVD (Captulo 3), alem das quatro operaceesfunda-
mertais da matematica, foram usadasalgumasfunceesproprietarias do Matlab no
intuito de simpli car o codigo nal (como por exemplo,asfunceestranspse size e
for). A Tabela4.lilustra quartas operaceesaritm eticas, trigonometricas e funcees

do Matlab foram usadasem cadafuncao do metodo de Jacobi, independene de ser
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operaceeserire vetoresou ertre matrizes.

Tabela 4.1: Numero de operaceesaritm eticas, trigonometricas e funceesdo Matlab

gque compeem cadafuncao da SVD_J

Para trabalhar com uma precisao de n bits, e necesario substituir algu-
mas operacees por funcees CORDIC, obsenando a regiao de corvergéncia desta
operacao. A decompsicao de Scur foi escolhidapara fazerestasubstituicao, pois e
a funcao queretorna o senoe o cossenoda matriz de rotacao de Jacobi. Este passo
e a alma do algoritmo de Jacobi, pois a cadaiteracao a norma da nao-diagonal vai
diminuindo e, por conse@ncia,a matriz vai setornando mais diagonal.

Ao obsenar a coluna schur2 2 da Tabela 4.1, veremosque esta funcao e
composta de 23 operacees,das quais destacam-seas operaceesraiz quadrada, mul-
tiplicacao, divisao e potenciacao que de nem no codigo fonte o resultado do seno
e cosseno(ver equacao (3.13)). Substituindo estasquatro operaceespelasfuncees
sgrt.c, mult_c e div_c, implemertamos a decompsicao de uma matriz em seusva-

lores singularespelo metodo de Jacobi, com uma precisao em bits variavel. Esta
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alteracao originou o algoritmo svd cordic.
Foram criadasoito funceesno Matlab, sendoa funcao principal denominada

svdc.m. Cadauma delasest descritaa abaixo:

svd_c.m ! Funcaoprincipal, responsavel por ordenaremordemdecrescete
osvaloressingularesda matriz e seusrespectivos autovetoresnas matrizes
unitarias U e V. Tem comovalor de ertrada uma matriz simetrica real e os
bits de precisao do CORDIC, e retorna as matrizes ;U eV com a acuracia

desejada.

schur2 2_cordiccm ! Funcao que realiza a decompsicao de Scdur com
determinadaacuracia. Sua diferenca com relacao a funcao schur2 2.m esta
no calculo do senoe cossenala rotacao de Jacobi, onde as operaceesde mul-
tiplicacao e raiz quadrada usadasna decompsicao sao feitas pelo CORDIC,
com a acuracia determinada pelo numero de bits informado em svdc. Tem
como valores de entrada a matriz simetrica, o par (p, q) determinado pelo
cyclic-by-row e os bits de precisao, retornando os valoresdo senoe cosseno

\arredondados".

jacobimatrix.m I Mesma funcao usada na implantacao da svdj,
responsavel por calcular a matriz de rotacao de Jacobi J. Tem como valo-
res de ertrada o cossenoe 0 senoda matriz de Givens, a matriz simetrica

desejadae o par otimo (p, q). Retorna a matriz de rotacao de Jacobi.

o.m ! Tambem e a mesmafuncao usadana implemeracao svdj para
calcular a norma dos elemenos da nao-diagonal na matriz desejada. Tem

comovalor de ertrada a matriz simetrica e retorna o valor da nao-diagonal

bsign.m ! Funcao de cortrole do algoritmo CORDIC. Tem comovalor de
ertrada um numero real e retorna 1 se 0 numero e maior ou igual a zero, e

retorna -1 seo humero e menor que zero (ver Secao 2.8).

mult _c.m ! Funcao que faz a multiplicacao CORDIC no sistemade coor-
denadaslinear, modo de operacao Z-reduction (ver Tabela 2.5). Tem como
valor de ertrada os dois numerosque serao multiplicados e o total de bits de

precis2o (acuracia desejada).Retorna o valor da multiplicacao CORDIC.
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div_c.m | Funcao que faz a divisao CORDIC no sistemade coordenadas
linear, modo de operacao Y-reduction (ver Tabela 2.5). Tem como valor de
ertrada os dois humeros que sef@o divididos e o total de bits de precisao

(acuracia desejada).Retorna o valor da divisao CORDIC.

sqrt .c.m ! Funcao que faz a raiz quadrada CORDIC no sistemade coor-
denadashiperbolicas, modo de operacao Y-reduction (ver Tabela 2.5). Tem
comovalor de ertrada um numero maior ou igual a zeroe o total de bits de

preciszo (acuracia desejada),retornando o valor da raiz quadrada CORDIC.

Para um melhor ertendimerto do codigoimplemertado, a Tabela 4.2 ilustra
guanas operaceesaritmeticas, trigopnometricas e funceesdo Matlab foram usadas
em cada funcao do metodo SVD_CORDIC, independerie de ser operacoes ertre

vetoresou ertre matrizes.
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Tabela 4.2: Numero de operaceesaritm eticas, trigonometricas e funceesdo Matlab

que compeem cadafuncao da SVD_C

A escolhada precisao em bits vai determinar o numerode rotaceesCORDIC
a seremrealizadasnas funceesmult_c, div_c e sqrt.c, sendoo numero de operacees

nal diretamerte proporcional a ordem da matriz e a acuracia do algoritmo.

4.1.1 Regiao de Convergéncia da SVD _CORDIC

A regiao de convergeénciado algoritmo svd.cordic e dadaemfuncao de mult_c,
sqrt.c e div_c utilizadas na decompsicao de Scur.

Foi visto no Captulo 2 que a funcao sqrt.c converge para numerosmenores
que2,3816,condicao quesempreerespeitada na decompsicao de Stur naresolwcao

dasra zesda equacao (3.13).
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Quanto a funcao mult_c, vimos tambem que converge quando o segundo
numeroy for menorouigual a 2. Comoo cossena uma funcao comlimitesem 1,
a cornvergénciae atingida independerie do valor da tangerte do angulo de rotacao.

A funcaodiv_c corvergequandoy x 2. Pelosmesmoganotivosapresetados
para a funcao sqrt.c, a corverggénciae semprerespeitada.

No nal da funcao schur2 2_cordic e realizado um teste rapido de con-
vergéncia, como uma \v eri cacao” do funcionameno do algoritmo. Em casode

erro, e retornado um texto coma mensagem:ERRO de CONVERGENCIA.

4.2 Testes com Matrizes Simetricas 2 2

Paraveri car ofuncionamerno daimplemertacao, afuncao\svd_c.m" e com-
parada com a funcao svd.m proprietaria do Matlab. O comando help [funcao]
tambem pode serusadoa vontade, facilitando a simulacao.

Supondo a matriz simetrica :

A=4 S (4.1)

Decompndo A emseusvaloressingularestemos ; = 4;2361e , = 0;2361.
Calculandoa SVD da matriz A usandoa svd.c.m, com precisao variando de 1 a 20

bits, pode sertracadoo seguirte gra co para cadavalor singular:
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4.5 T T T T T T T T T
. ;

Valor Singular Sigma1
w
o0 IS
T T

w
T

25 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Bits de precisao

0.25 T T T T T T T T T

Valor Singular Sigma,2

| | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Bits de precisao

0.15

Figura 4.1: Precisao dos valoressingularesvariando de 1 a 20 bits

A Figura 4.1 mostra que a partir de 10 bits, a acuracia do algoritmo se
encorira na quarta casadecimal,fornecendaum resultadosatisfatorio comrelacaoao
resultadodesejadce calculadopelo Matlab. Obsena-setambemna gura acimaque
o resultado com 2 bits de precisao apresetou um ponto fora da curva. Lembrando
gue o numero de bits de precisao e igual ao numero de iteraceesCORDIC, vemos
o efeito de uma microrotacao \indesejada”, pois a primeira iteracao ja tinha levado
osvaloressingularesa seaproximar do resultado correto.

O resultado da decompsicao pode ser comprovado pela funcao svd.m pro-
prietaria do Matlab, que apreseta o mesmovalor para uma precisao superior a 10
bits, com o algoritmo signi cativ o sendoa quarta casadecimal.

A seguir,a decompsicao sela feita passoa passopara a precisao de 3, 5, 7,

10 e 15 hits.
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4.2.1 SVD com precisao de 3 bits

2 3 2
4O; 8679 1; 73575 _4

1, 7357 2;6036

3
0;5074 0;8210 5

0;8210 0;5074
2

4

4.2.2 SVD com precisao de 5 bits

2 3

40; 9470 1, 894]5 _ 4 0;5186 0;8392

1;8941 2:8411

2

3

5
0;5186
2

4

0; 8392

4.2.3 SVD com precisao de 7 bits

2 3

41;0114 2, 02235 _4 0;5272 0;8531

2,0228 3;,0342

2

3

5
0;,5272
2

4

0; 8531
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2 3
4 3;9463 O; OOOQS

0;0000 0;2199
31
0,5074  0;821Q

0;8210 0;5074

(4.2)

2 3
44; 1224 0; 000q5

0;0000 0;2297
31
0,5186 0;8392

0;,8392 0;5186

(4.3)

2 3
44; 2602 0; OOOQ5

0; 0000 0;2374
37
0;5272 O 853]5

0;8531 0;5272

(4.4)



4.2.4 SVD com precisao de 10 bits

2 3 2 32 3
40,9986 1,9973 _, 0,5256 0,8504 . ,4;2332 0;000Q
1,9973 2,9959 0;8504 0;5256  0;0000 0;2359
2 37
0;5256 0;850
4 5 (4.5)
0;8504 0;5256
4.2.5 SVD com precisao de 15 bits
2 3 2 32 3
41,0000 2,000Q _ , 0,5257 0,8506  ,4;2361 0;000Q
2;0000 3;0000 0,8506 0;5257  0;0000 0;2361
2 3;
0;5257 0;850
4 % (4.6)

0; 8506 0;5257

4.3 SVD _CORDIC com posto reduzido

Com a funcao SVD_CORDIC implemenrtada, propomos dois metodos dife-

rentespara reduzir o posto desejado:
1. Reduzir o posto da matriz apos o resultadoda SVD_CORDIC;

2. Adaptar a SVD_CORDIC para reduzir o posto e aplicar a preciszo desejada

ao mesmotempo;

4.3.1 Reducao do posto apos a quantiza cao CORDIC

A reducao de posto e feita da seguirie maneira:

E escolhidaa precis2o desejadaem \bits" para a decompsicao nos valores

singulares;
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Uma matriz A de dimenssesn n e decompmsta pelafuncao SVD_CORDIC,

originando as matrizes U \VAL

Saomarntidos os\r " maioresvaloressingularesdamatriz  enquarto osdemais

sa0 zerados,a m de reduzir o posto desejado.

A gura abaixoilustra estemetodo:

Figura 4.2: Reducao do posto apos a quartizacao CORDIC

Sefossepurgado o menor valor singular da matriz A no exemploacimacom

precisao de 10 bits, ter amos:

2 3 2 3 2 3
41; 1692 1, 891% _4 0;5256 0; 8504 5 44; 2332 O; OOOQ5
1;8919 3;0611 0;8504 0;5256  0;0000 0;0000

2 3;
, 0:5256 0,8504

0; 8504 0;5256

4.7)

Apesardo valor singularretirado serda ordemde 5% do maior valor singular,
temos um resultado proximo ao esperado. A seguirvemosum outro exemplocom

umamatriz 4 4, sendodecommsta com 10 bits de preciso:

2 3
14709

4 280
7 8 3 6
9 06 5
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3
0;9962 3;9840 6;9875 8;975 0;5239 0;5328 0;6341 0;181

2
3;9840 1;9937 7;9880 0;002 0;3598 0;5234 0;3441 0;6901
6;,9875 7,9880 2;9989 5;997 0;5620 0;3571 0;6764 0;3151

8;9751 0;0020 5;9971 4;9929 0;5285 0;5558 0;1453 0; 6246
2 3

20,2909 0; 0000 0;0000 0:;000
0; 0000 7;5441 0;0000 0O;000
0; 0000 0;0000 6;3456 0;000

0;0000 0;0000 0;0000 4;5897
31
0;5239 0;5328 0;6341 0;181

0;3598 0;5234 0;3441 0;6901
0;5620 0;3571 0;6764 0;3151
0; 5285 0;5558 0;1453 0;6246

HOOCOOODY N
1

HOOOOOD N

O menor valor singular e da ordem de 20% do maior valor singular. Sefosse

expurgadometade de seusvaloressingulares,ter amos:

23; 3963 5;9445 4,5285 7,869 . 0;5239 0;5328 0;6341 0;181 '
5;9445 0;5595 5;5129 1;663L 0;3598 0;5234 0;3441 0;6901
4;5285 5;5129 5;4465 7,524 ) 0;5620 0;3571 0;6764 0;3151
7,8693 1;6631 7;5240 3;3362 0;5285 0;5558 0;1453 0; 6246

2 3
20,2909 0;0000 0;0000 0;000

0; 0000 7;5441 0;0000 0O;000
0; 0000 0;0000 0;0000 0;000

0; 0000 0;0000 0;0000 0;0000
37
0;5239 0;5328 0;6341 0; 181

0;3598 0;5234 0;3441 0;6901
0;5620 0;3571 0;6764 0;3151
0; 5285 0; 5558 0;1453 0;6246

HOOOOOD) N
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Neste caso, podemosobsenar que a quantidade de informacao retirada na

reducao de posto alterou signi cativamerte a matriz A original.

4.3.2 Reducao do posto em conjunto com a quantizacao

CORDIC

Para reduzir o posto e aplicar a precisao desejadaao mesmotempo e ne-
cessrio adaptar a funcao SVD_CORDIC. Esta adaptacao no Matlab deu origema
funcao SVD_CORDICRED.

O metodo de Jacobiforma a cadapar de cossene senouma nova matriz de
rotacao, comovimos na Secao 3.3. Vimos tambem que a SVD_CORDIC substitui
asoperaceesda matriz de Givenspor operaceesCORDIC com a precisao desejada.
Nestecaso,sugerimosgue o primeiro ciclo do algoritmo cyclic-by-row sejarealizado
com 1 bit de preciso, para que o posto sejareduzido. Depois de expurgar 0s
menoresvalores singulares, a precisao e aumertada gradativamerte ate atingir o
patamar desejado.

A precisao e reducao de posto ao mesmotempo sao sintetizadas da seguirte

forma:

E escolhidaa precis2o desejadaem \bits" para a decompsicao nos valores

singulares;

Uma matriz A de dimensesn n e multiplicada por sucessias matrizes de

rotacao de Jacobi calculadascom 1 bit de preciso;

Apos o termino do cyclic-by-row sao purgadosna diagonal da nova matriz A

os menoresvaloressingulares,reduzindo o posto desegvel,

A nova matriz A com posto reduzido (mais diagonal que sua predecessorag
multiplicada por um novo ciclo de rotacao de Jacobi calculadocom \n" bits

de preciso;

A gura abaixo ilustra 0 metodo proposto:
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Figura 4.3: Reducao do posto em conjunto com a quartizacao CORDIC

No exemploacima, fazendoa decompmsicao coma SVD_CORDICRED passo

a passo,tem-se:

Calculando SVD com 1 bit de preciso:

3 3
0:6208 4;8605 7;6901 7;577 0:5575 0:8713 0;1175 0; 2037

2
4; 8605 3;3821 8;2009 0; 740 0;4683 0;1269 0;6170 0;6508
7,6901 8;2009 2;2708 3;852 0;5387 0;2452 0;7040 0;2688

7,5771 0;7401 3;8528 2;,6164 2O; 4031 0;4628 0;2395 O; :5))849

19,4115 0;0000 0;0000 0;000
0;0000 7;2317 0;0000 0;000
0;0000 0;0000 6;4954 0;000

0;0000 0;0000 0;0000 4;0456
37
0;5575 0;8713 0;1175 0; 2037

0;4683 0;1269 0;617/0 0;6508
0;5387 0;2452 0; 7040 0;2688
0;4031 0;4628 0;2395 0; 5849

HOOOOCOD) N
1

HOOOOOoD) N

Reduzindoa matriz dos valoressingularespara posto 2:
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HOOCOOOoD) N

é

5,8675 4;1411 4,6720 3;239
7,3744 4;6720 5;1976 3;393

3 2
0;5426 5;8675 7;3744 7, 277% 0;5575 0;8713 0;1175 0;2037
7,2779 3;2396 3;3939 1,;6048

3

0;4683 0;1269 0;6170 0;6508
0;5387 0;2452 0;7040 0;2688
) 0;4031 0;4628 0;2395 O; :5))849

19,4115 0;0000 0;0000 0;000
0;0000 7;,2317 0;0000 0O;000
0;0000 0;0000 0;0000 0;000

0; 0000 0;0000 0;0000 0O;0000
37
0;5575 0:8713 0:1175 0; 2037

0;4683 0;1269 0;617/0 0;6508
0;5387 0;2452 0; 7040 0;2688
0;4031 0;4628 0;2395 0; 5849

ErY0) 02 02 02 92 02 N \V)

Recalculandoa SVD com o restarte dos bits de preciso (9 bits):

0;2200 4;3429 3;2969 7;3942

4; 3424
3;2965
7, 3964

3 3

2
0;4783 0;6040 0;2675 0,574
1,9734 4;3660 0;9262 0;4155 0;2401 0;8258 0; 289
4;3655 5;5840 5;5056 0;6378 0;1999 0;0029 0; 7435

0;9279 5;5058 2;4979 ) 0;4341 0;7320 0;4944 %1777

14,6942 0;0000 0;0011 0;001
0;0016 9;8233 0;0049 0;001
0;0003 0;0049 0;0000 0;001

0;0016 0;0003 0;0000 0;0000
37
0;4783 0;,6040 0;2675 0,574

0;4155 0;2401 0;8258 0;289
0;6378 0;1999 0;0029 0;7435
0;4341 0;7320 0;4944 0,1777

HOOCOOOD) N
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4.4 Resultados da SVD _CORDIC

Os resultados obtidos com a SVD_CORDIC e com a SVD_CORDICRED
mostram o funcionamerto correto do algoritmo com precisao variavel.

O Matlab possuipara a variavel long uma resolwao de 10 4, e dependendo
da preciszo desejadae dasmicrorotacees xas CORDIC, o resultadocom poucosbits
pode sermuito util paraminimizar o numerode operaceesrealizadaspelo algoritmo.

A complexidadeassirtotica do algoritmo SVD_CORDIC e da ordem O(n?),
mesmacomplexidadeassirtotica da SVD do Matlab, enquario que a complexidade
assirtotica do algoritmo SVD_CORDICRED e da ordem O(nr ?), devido a reducao
do posto. A explicacao e dada pela operacao dominarte, que e a multiplica cao das

matrizes decompstas pelosvaloressingulares,sendo:

R),"=Unn nn Vi, (4.8)

Neste caso, a decommsicao tem uma complexidade assirntotica de O(n3).

Reduzindoo postode n parar, temos:

R),"=Un. ¢ V', (4.9)

Aposareducao de posto, a operacao dominarte passaater umacomplexidade
assirtotica da ordemde O(nr ?).

Outro ponto relevante e que o numerode ops (Floating Point Operation per
Second) aumerta gradativamerte (tambem da ordem O(n®)) com o numero de bits
de precisao do algoritmo.

Para entender completamere osresultadosdos metodos propostoscom pre-

cisao variavel, estesseiao aplicadosemum Itro de Wiener.
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Cap tulo 5

Filtro de Wiener com Posto e

Precis ao reduzidos

5.1 Intro ducao

Ao longo dos Captulos 2, 3 e 4 foi deserolvida uma ferramerta para de-
composicao de matrizes nos valores singularescom precisao variavel que pode ser
usadaem diversasaplicaceestanto nas areasde processameto de imagensquarto
na algebralinear.

Para ilustrar o uso destaferramerta, foi escolhidacomo aplicacao um Itro
de Wiener para reducao do posto e da precisao. O algoritmo implemertado no
Matlab decomme a matriz de autocorrelacao que compae 0 Itro de Wiener pela
SVD_CORDIC. O fruto destadecompmsicao determina comoum Itro de Wiener
pode ser quartizado em uma implemernacao com precisao variavel e a0 mesmo
tempo ter seuposto reduzido, sendocomparadocom a precisao do Matlab e coma

reducao do posto feita apos o usodo CORDIC.

5.2 Filtros de Wiener

Os Itros de Wiener sao Itros linearesdiscretosno tempo, amplamerne u-
sadospara aplicaceesde estimacao ou predicao linear. Suafuncao custo e o valor
medio-quadatico do erro estimado, que e minimizada como criterio de otimizacao

estat stica [14].
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Os Itros de Wiener sao tambem chamadosde estimadoeslinearesotimos no
seriido do erro medioquadratico, possuindoa caracterstica delidar comestat sticas
de primeira e segundaordem do sinal desejadoe do ru do aditivo a este sinal
[15, 16

Para um melhor entendimerto, vamos considerarum sinal estaciorario no
sertido amplo x(n). O sinal na sada y(n) deum ltro causallinear invariante no

tempo com resposta ao impulso h(n) e dado pela equacao:

b3
y(n) = h(k)x(n  k): (5.1)
k=0
Esse Itro, de nido por h(n), geraatravesde x(n) uma sada que tende ao

sinal desejados(n). O erro ou resduo e(n) ertre o sinal estimadoy(n) e o sinal

desejados(n) e dado por:

e(n) = s(n) y(n): (5.2)
O Itro de Wienertem comoobjetivo manter o erro o menor possvel do seu

ponto de vista estatstico. Ou seja:

=E €(n)

=E s(n) y(n)°*

=E s’(n) 2E s(n)y(n) +E y?*(n)
(5.3)

Em que:

O valor medio quadratico do sinal desejados(n) eigual a E s?(n) , ou seja,

e a autocorrelacao do sinal desejadopara lag igual a zero (r 4(0)).

O segundotermo E s(n) y(n) > e a correlacao cruzadaertre o sinal de
ertrada do Itro e o sinal desejado,para lags iguais a k (que variam de zero

ao in nito).

O terceiro termo e a autocorrelacao do sinal de entrada do Itro para lags

iguaisa (k  m), ou seja,ry(k m).
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Assumindo que o sinal de ertrada do Itro x(n) e o sinal desejados(n) sao
conjuntamente estaciorarios no sertido amplo, a correlacao cruzadaertre elespassa

a serindependerte do tempo, podendoo erro medio quadratico serreescritocomo:

R X X
=rq(0) 2 h(k)ra(k) + h(k)h(m)ry(k  m): (5.4)

k=0 k=0 m=0

Derivando a equacao (5.4) em relacao a h(k), temos:

——— = 2rg(k)+ 2 h(m)ry(k  m): (5.5)

@ A
@(k)

m=0

Igualando a equacao (5.5) a zero, e obtida a equacao de Wiener-Hopf, em
gue as unicas quarnidades conhecidassao a autocorrelecao do sinal de ertrada do

Itro e a correlacao cruzadaertre o sinal desejadoe o sinal de erntrada do ltro.

s
2rg(k) + 2 ho(m)ry(k m)=0
m=0
) ho(m)ry(k  m) = rg (k) (5.6)
m=0

A variavel hy(k) e o coe ciente do Itro causalque minimiza o erro medio

guadratico.

5.3 Variancia do erro e Coeréncia

Antes de abordar cada estagio da decompsicao, e necesario ertender o
conceitode variancia do erro e de coeréncia.

Rewvendoum %migo problemaem pre{:ilcao ILnear, de ne-lseum vetor aleatorio
de mediazerox = x(1) x(2) ::: x(m) = x(1) xT(1) . Este vetor possui

uma matriz de covari@ncia dada pela formula abaixo:
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2 3 o2 3

h i
Ry = E4X(1)5 x(1) xT(1) = 4rxx (1) rIX(l)s
x(1) Mo (1) Ry (1)

(5.7)

O determinarte de Ry, pode ser calculadoem funcao do seucomplemeno

de Scwr, que pode serexplicitado pelo escalar:

P=ruo(l) @R (Dr«(1) (5.8)
2 3
gera™ @ @ pon 0 derp (5.9)
rw(l) Rxx(1)
= [ra (1) e (MR(Dru (1) detR (1) (5.10)
s @ 1 EOREDN @) gp 5

Mex (1)

Podemosescreer a equacao (5.11) de nindo duas novas variaveis Oy € Kyy,

sendo:

detlRyx] = G (1)detR o (1)] (5.12)

em que g (1) e a vari@ncia do erro ao se estimar o escalarx(1) a partir do

vetor x(1).

G (1) = N (L)[1 K2 (1)] (5.13)
_ I (DR GH (D) (1)
k2 (1) = e (5.14)

A variavel k2 (1) e de nida comoa coereénciaquadratica ertre o escalarx(1)

e o0 vetor x(1) [17], podendoser escritacomo:

k)%x (1) = kxx (1)ka (1) (5.15)
(1) = 12T (DR ,T2(1) (5.16)
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O vetor k4 (1) e a coerenciaertre x(1) e x(1) ou a correlacao cruzadaertre

a variavel aleatoria branca rxxlzz(l)x(l) e o vetor aleatorio brancoR,,"*x (1):

h i
k(1) = E ot 2(M)Xx(W)XT (DR, 2(2) (5.17)

= T (N (DR, oy (5.18)

Uma vez de nidas as variaveis de coeréncia e da variancia do erro, pode-se

escreer o determinarte defR ] como:

Yn .

defRuw] = 0« (i) (5.19)

i=1
= (L K ()] (5.20)

i=1

T . 1 - .
k)%x(l) - rxx(l)Rxx (II)rXX(l) (5.21)
Fyx (1)
h Sendok?, (i) Ia coeréncia quadratica ertre o escalarx(i) e o vetor x(i) =
T

x(i+ 1) ::: x(m) . A equaao (5.19) e o determinarte de Gram, com cada

varianciado erro de predicao descritaem termos da coeréncia quadratica.
Seguindona mesmalinha de racioc nio, o ltro de Wiener tambem pode ser

descrito em funcao da coeréncia, dada por:
w(i) = rL (DRLI1) = rE2(i)kx ()R (i) (5.22)

5.4 Coordenadas padrao

No cortexto de Itragem, a gura abaixo mostra um vetor fonte x,, 1 e um
vetor y,, ; geradospela Mae Natureza O Pai Natureza so enxergao vetor medido
y, e tem esperancasde estimar a partir dasinformaceesque receleu o sinal x ernvi-

ado pela Mae Natureza
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Figura 5.1: Exemplo de Estimacao Linear

Podemosescreer a matriz de covariancia R ,, como:
2 3 2 3

h |
X R R
R,=E4"5 x1 y1 =47 795 (5.23)

y RIy Ryy

O modelo represetado na Figura 5.1 mostra o estimador linear MMSE
(Minimum M ean Square Error) de x a partir de y, dado pela funcao de trans-
ferencia® = Wy . O erro estimadoertre os dois sinaise &, = X %, ede ne-seo
Itro deWiener W eamatriz de covarianciado erro Q,, no sistemade coordenadas

padrao de acordocom as equaeesabaixo:

W = RyR,, (5.24)
QXX

E[(x R)(x 2R)'1=Rx RyR, Ry (5.25)

A matriz de covarianciado erro, dada pela autocorrelecao ertre x e %, pode
tambem ser deduzidaa partir do complememo de Scur da matriz de covariancia
RZZ-

A gura abaixoilustra o Itro de Wiener no sistemade coordenadaspadrao:

Figura 5.2: Filtro de Wiener no sistemade coordenadaspadrao
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A transformacao linear conduzosvetoresfonte e de medicao x ey aosvetores

ortogonaisé, ey, com suasrespectivas covarianciasQ,, e R,y dadaspor:

2 3 2 32 3
485 _ 4! WgaXg (5.26)
y o I vy
2 3 2 32 32 3
4Q0 05 _ 4l W5 Ru Roygy I 0g (5.27)
0 Ry 0 | Ry Ry -WT |

Obsenando a equaao (5.26) e aplicando a decommsicao de Scur vista na

Sea0 5.3, pode-seescreer o det[R ,,] como:

detR ;] = defQ,]defRy,] (5.28)
deffQ,.] = defR,, RyR,/Ry, (5.29)

55 Reducao de Posto

Para determinar os coe cientes do Itro de Wiener, e necesario efetuar o
calculodematrizesinversase multiplicar matrizesertre si, ou seja,e precisocompilar
algoritmos de complexidadeassinotica superior a O(n3).

Uma maneirade diminuir estacomplexidadeseriareduzir o posto do estima-
dor otimo. Paraisso,a SVD identi ca quaissao ostermosmenoscorrelatados,para
gue sejam purgadosos menoresvaloressingularese reduzido o posto das matrizes
em operacao. Neste casotambem e feita a quartizacao, alocando bits para uma

Itragem de Wiener com precisao nita. O objetivo e minimizar o traco da matriz
de covarianciado erro Q,, , pois o erro medio quadratico estara sendominimizado.

A reducao do posto pode serfeita de duasmaneiras: durante e aposo usodo
CORDIC. Os dois metodos foram descritosno Captulo 4 (ver Seao 4.3), e seo
comparadoscasoa caso.

Pode-sededuzir a matriz de covari@ncia do erro descritaapos a aplicacao da
SVD:
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W =RyV 'UT (5.30)
Quw = R RyV UTRy (5.31)

5.6 Implemen tacao: Filtro de Wiener e reducao
de posto com precis ao variavel no Matlab

O objetivo principal desta implemertacao e comparar a complexidadedo
algoritmo de reducao de posto com precisao do Matlab e com precisao variavel dada
pelo CORDIC, exercitandoos conceitosvistos ao longo destecaptulo. O programa

de testesa seguirfoi elaborado no Matlab, visando estacomparaao:

Filtro de Wiener com precisao do Matlab, posto completo ! Imple-
mertar o Itro de Wiener aplicandoa funcao SVD do Matlab na matriz de au-

tocorrelacao Ry ; 0 arquivo deserolvido no Matlab chama-seprec_inf_full.m.

Filtro de Wiener com precisao do Matlab, posto reduzido ! Imple-
mentar o ltro de Wiener aplicando a funcao SVD do Matlab na matriz de
autocorrelacao Ryy, reduzindo o seuposto; o arquivo prec_inf_red.m descree

estaimplemertacao.

Filtro de Wiener com precis ao vari avel CORDIC, posto completo !
Implemertar o Itro deWieneraplicandoafuncao SVD_CORDIC namatriz de
autocorrelacao Ry, variando o numerode bits de precisao; o arquivo refererte

no Matlab e o prec_n _full.m.

Filtro de Wiener com precisao variavel CORDIC, posto reduzido

\'a posteriori " ! Implementar o Itro de Wiener aplicando a funcao
SVD_CORDIC na matriz de autocorrelacao Ry, variando o numero de bits
de precis2o e reduzindo o seuposto posteriormerte; para isto foi desenolvido

no Matlab o arquivo prec_n _red.m.

Filtro de Wiener com precisao variavel CORDIC, posto reduzido em

conjunto ! Implemertar o Itro de Wiener aplicando a funcao
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SVD_CORDICRED na matriz de autocorrelecao Ryy, variando o numero de
bits de precisao e reduzindo o seu posto \ao mesmotempo"”; para isto foi

desenolvido no Matlab o arquivo prec_n _rediterativo.m.

Paratodasasimplemertaceesgeramosum sinalx, ; comdistribuicaoN (0; 1).
Este sinal e Itrado por um canal ruidoso (ru do branco e gaussiano)gerandoo si-
nal y, ;. O canalfoi feito pelafuncao Iter do Matlab, com coe cientes iguais a
[1 1 05].

Com osdois sinaisx ey, estimam-secorrelaceesR ; Ry, € Ry, atravesde

suamedia estat stica.

5.6.1 Wiener com precisao do Matlab e posto completo

Uma vez de nidas as matrizesR,y e R,,, 0 Itro de Wiener W, , e dado
pelaformula (5.24). Naimplemenacao, o Iltro edecommstoemtrésestagiosdados
pelas matrizes da decompmsicao em valores singulares, com precisao do Matlab.
Esta decompsicao seia usadaa posteriori na reducao do posto da matriz Ryy,
conformerealizadano trabalho de Scharf [17] (poremcoma SVD aplicadana matriz
Ryy). A matriz e reconstruda pela multiplicacao dos trés estagiosS, V e DT,
e posteriormerie e calculado o erro medio quadratico represetado pelo traco da
matriz Q,, .

Na gura abaixo pode-sever a norma do erro acunulado pela quartizacao
do Matlab dadopor kék = kx Rk para 64 amostrasde estimacao nascoordenadas

padrao:
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x 101 Norma do erro estimado
3.5 T T T T T T

—— horma

15 n

Figura 5.3: Norma do erro acunulado pela quartizacao do Matlab

A normado erro e o traco da matriz de covarianciado erro Q,, sao mostra-

dos na tabela abaixo:

Tabela 5.1: Norma do erro e erro medio quadratico com precisao do Matlab

Coordenadas padr ao
kék = kx Rk | 7:2148 10 !
tr[ Qux ] 2,1817 10 *?

Devidoaordemdegrandezada normado erro, o gra co dosdoisvetoresx e R
nao apresema diferencasenre si na escalado gra co. Fato que mudara quando o
posto for reduzido e a precisao dos calculosdo Itro de Wiener for escolhida.

A complexidadeassiriotica do algoritmo no que tange a geracao do Itro de

Wiener e da ordem de O(n?), pois as matrizes possuemo posto completo.
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5.6.2 Wiener com precisao do Matlab e posto reduzido

Como visto no captulo 3, a decompmsicao em valores singulares permite
analisarvisualmerie ain u €nciade cadavalor singular no postoda matriz desejada.
No casoda simulacao anterior, a matriz V formada pelosvaloressingularesde Ry,

pode serexpressaatravesdo gra co abaixo:

14 p T T T T T T
12+ ¢ B
HRI0) |
10 o)
®
Q
81 i
0]
®
6 OO u
®
@
®
0]
4 H J
2K i
0 10 20 30 40 50 60 70

Figura 5.4: Valoressingularesde Ry

Dado que sequer minimizar a complexidadedo algoritmo atravesda reducao
depostodo Itro deWiener (nestecasocomoserrosde precisao dadospelo Matlab),
espera-seque, seosvaloressingularesmuito menoresgue o maior valor singular fos-
semexpurgados,haveria uma aproximacao aceitavel da matriz original e a reducao
considenvel da complexidadedo algoritmo. A seguir um exemploda reducao do

posto na matriz Ry, para diferertes valoresdo posto:
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Posto 40
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Figura 5.5: Figura refererie a Posto 40
Posto 10
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Figura 5.6: Figura refererie a Posto 10

Nas guras acima, geramoso vetor original x , o vetor estimado® e o vetor

estimado com posto reduzido ®,¢q. Vemosque erntre x eR 0 erro e imperceptvel
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dertro da escaladosgra cos, sendoos dois sinais quaseid@rticos.

O resultado com reducao de posto para 40 quasenao altera o erro ertre 0s
dois sinais, tendo um MSE pequeno(tabela abaixo). Nao se pode dizer 0 mesmo
da Figura 5.6, que para um posto 10 apreseta um MSE bem maior. O posto ideal
para cadaaplicacao dependeia da taxa de distorcao admitida pelo sistema.

A gura a seguirmostra a ewlucao do erro medio quadratico ao longo da

reducao de posto.

MSE X Posto

45 T T T T T

MSE

10 20 30 40 50 60 70
Posto

Figura 5.7: MSE  Postode Ry,

Quando sereduz o posto de uma matriz, a complexidadeassirtotica do al-
goritmo cai de O(n®) para a ordem de O(nr?), em quer e o novo posto reduzido.
Independerte do hardware ou do compilador utilizados, reduzir o posto de matri-
zesde ordenselevadas e um grande artif cio para reduzir o tempo de execucao na

aplicacao.
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Tabela 5.2: Erro medio quadratico com precisao do Matlab para diferentes postos

reduzidos

Coordenadas padr a0

Posto tr[ Qux ]
64 2;1817 10 *?
50 1;1063
40 6,2726
30 14,9783
20 26,3720
10 40,8101

5.6.3 Wiener com precisao variavel pela SVD CORDIC e

posto completo

Quandosecalculao Itro deWienercomprecisao do Matlab, so existemerros
de ltragem intr nsecosa quarizacao no algoritmo. A ferramerta SVD_CORDIC
permite a decompsicao da SVD com precisao de n bits, gerandoerros de quan-
tizacao.

A semqenciade guras a seguirmostra a estimacao de x com 10, 7, e 5 bits

de precisao no calculo da SVD.
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Precisao 10 bits
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Figura 5.8: Wiener com 10 bits de preciszo
Precisao 7 bits
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Figura 5.9: Wiener com 7 bits de precisao
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Precisao 5 bits
30 T T T T T

T
—-©- X
—— Xest
25+ xestcordic H

20 4

15 —

101 . .

15 - —

Figura 5.10: Wiener com 5 bits de precisao

Pode-seobsenar na Figura 5.8 que o valor de ® para 10 bits de precisao e
muito proximo ao valor calculado com a precisao do Matlab, sendoimperceptvel
na escalaadotada.

Na gura refererte a 7 bits de preciso (Figura ?7?), a distancia ertre a
estimacao do Matlab e a dada pelo CORDIC comeca a aumertar. A medida que
os bits de precisao vao diminuindo, o MSE vai aumertando gradativamene. E
importante ressaltarque esta havendoum erro causadopela precisao CORDIC que
sepropagana equaao (5.24), impossibilitando trabalhar com precisao inferior a 5
bits no casodestaimplemertacao. Os resultadosobtidos no Captulo 4 mostram o
erroisoladametre (semsepropagarno algoritmo) obtido pelafuncao SVD_CORDIC
para 3, 5, 7, 10 e 15 bits de precisso. Mesmoassim, e mais vantajoso do ponto de
vista computacionalusara menorquartidade de bits possveis para atingirmos uma
acuracia aceitavel.

A tabela abaixo mostra a ewlucao do erro medio quadratico ao longo dos
bits de precisao alocadospara a SVD do exemploacima.

O erro medio quadratico vai crescendode acordo com a alocacao de bits

para o calculo da SVD, conformeesperado. A distorcao maxima aceita pelo sistema
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Tabela 5.3: Erro medio quadratico com precisao variavel dada pelo CORDIC

Coordenadas padr ao
Bits de Precisao tr[Qxx]
Matlab 1;6320 10 ¥
10 0,0641
8 3,3760
7 6,0276
5 103,2396
3 248436,4685

depender dos numero de bits de precisao.

5.6.4 Wiener com precisao variavel pela SVD CORDIC e

posto reduzido \a posteriori "

Quandosecalculao Itro de Wiener com precisao CORDIC e sereduz o seu
posto, sao introduzidas duas variaveis de erro: O erro \ bias-squaed” introduzido
pelareducao do posto e a variancia introduzida pela quartizacao.

Para entender o resultado da simulacao, o numero de bits de preciszo serl
xado e a reducao de posto sela variada gradativamerte, para que seja vista a
comparaao ertre 0svetores®,eq (que represeta a reducao de posto com precisao
do Matlab) e o vetor Rcordicred (que represeta a reducao de posto com precisao
CORDIC de n bits). Esta seqienciaseia repetida para 10, 8 e 5 bits de preciso,
reduzindo o posto de 64 para 50, 40, 30, 20 e 10.

5.6.4.1 10 bits de precisao

Conformevisto nasSeceesb.6.1e5.6.3,asestimaceescomprecisao do Matlab
e com CORDIC de 10 bits para posto 64 sao quaseiderticas ao vetor original.
A seqienciade guras a seguirmostra o vetor estimado® com 10 bits de

precisao, para diferertes reduceesde posto na matriz Ryy:
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Posto 40, Precisao 10 bits
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Figura 5.11: Wiener para posto 40, comparandoas preciesdo Matlab e CORDIC
de 10 bits

Posto 10, Precisao 10 bits
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Figura 5.12: Wiener para posto 10, comparandoas preciesdo Matlab e CORDIC

de 10 bits
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Em todasas guras anteriores, independerie do posto reduzido, o vetor re-
ferente a precisao CORDIC de 10 bits e muito proximo ao vetor com preciszo do
Matlab, conformeesperado. Isto signi ca que para 10 bits de precisao o resultadoe
bastarte satisfatorio e apresemta um erro medio quadratico baixo.

A tabela abaixo cortem os erros medios quadraticos para todos 0s postos

com 10 bits de precisao CORDIC e com a precisao do Matlab:

Tabela 5.4: Erro medio quadratico com precisao CORDIC de 10 bits e precisao do

Matlab para diferernes postosreduzidos

tr[Q x] - Redu cao com Precis ao 10 bits
Posto | Aposo CORDIC | Precisao Matlab
64 0,6238 0,0000
50 1,1444 1,1039
40 5,4586 5,4263
30 13,7176 13,6775
20 24,7496 24,7061
10 39,1946 39,1672

Nota-sequequandosereduzo postogradativamerte, o erro medioquadratico
tambem vai aumertando, conformeo esperado. Dependendoda taxa de distorcao
m nima deseg@vel para o sistema, e possvel eliminar mais de 20 valoressingulares

da matriz, com preciszo dada pelo CORDIC e com resultadossatisfatorios.

5.6.4.2 8 bits de precisao

Como a precisao agorae de 8 bits, aumenou a distancia enre o vetor esti-
mado pelo CORDIC Resicordgic € 0 Vetor fonte x, comovimos na seao 5.6.3. Quando

sereduz o posto gradativamerte, obtem-se:
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Posto 40, Precisao 8 bits
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Figura 5.13: Wiener para posto 40, comparandoas precisesdo Matlab e CORDIC
de 8 bits

Posto 10, Precisao 8 bits
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Figura 5.14: Wiener para posto 10, comparandoas preciesdo Matlab e CORDIC

de 8 bits
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Nas guras anteriores com precisao CORDIC de 8 bits, obsena-se que o
vetor Restcordicr ed S€ @proxima do seuvetor gabarito Resyreq (precisao Matlab, posto
reduzido), e a distAncia ertre elese devida somene ao erro de quartizacao com
8 bits. Pode-senotar que tanto 0 vetor Restcordicred qUAN0 0 Vetor Resyed V&0 S€
afastandodo vetor original x a medida que o posto vai sendoreduzido.

A tabela a seguircortem os erros medios quadraticos para todos o0s postos

com 8 bits de precisao CORDIC e precisao Matlab:

Tabela 5.5: Erro medio quadratico com precis20 CORDIC de 8 bits e precisao do

Matlab para diferenes postosreduzidos

tr[Q «] - Redu cao com Precis ao 8 bits
Posto | Aposo CORDIC | Precisao Matlab
64 3,8470 0,0000
50 2,1155 1,1137
40 3,0104 5,9709
30 12,1202 14,5821
20 24,0106 25,7785
10 39,8054 40,9278

O fato das microrotacees CORDIC apresetarem imperfeicees devido a
operaceestrigonometricas explica a pequenadiferenca ertre osvaloresdo Matlab e
CORDIC.

Um outro ponto interessate e o fato do posto 50 e 40 terem apresemado
valorescom erro menor do que o valor com posto completo. Isto e explicadodevido
a propagacao do erro CORDIC no algoritmo de estimacao de Wiener nas coorde-
nadaspadrao. Quando sefaz a reducao de posto, apesardo erro \ bias-squaed” ser
introduzido, retira-se, alem da informacao dos menoresvaloressingulares,algumas
incertezasoriginadasnas microrotacees,fazendocom que o valor do CORDIC para
pequenasreducees de posto seja ligeiramerte melhor do que o valor apresetado
para posto completo.

A medida que os erros de quartizacao vao aumertando devido ao menor

numero de bits de precisao, este efeito se torna mais visvel. Um exemploe a
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estimacao para 5 bits de precisso CORDIC, comosela visto na proxima seao.

5.6.4.3 5 bits de precisao

Como a preciszo agorae de 5 bits, aumertou ainda mais a distAncia ertre o
vetor estimadopelo CORDIC Restcordgic € O Vetor fonte x.

Para exempli car o efeito com o posto reduzido, geramosas guras abaixo:

Posto 40, Precisao 5 bits

—— Xxest
© - xestred
xestcordicred

Figura 5.15: Wiener para posto 40, comparandoas precisaesdo Matlab e CORDIC
de 5 bits
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Posto 10, Precisao 5 bits

—— xest
©- xestred
xestcordicred
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Figura 5.16: Wiener para posto 10, comparandoas precisaesdo Matlab e CORDIC
de 5 bits

Nas guras anteriores com precisso CORDIC de 5 bits, obsena-se que
Restcordicred (Precisao CORDIC, posto reduzido) nao consegueacompanharo seu
vetor gabarito Resreq (precisao Matlab, posto reduzido) devido ao erro de quan-
tizacao com 5 bits. Pode-seobsenar que tanto o vetor Restcordicred quarto o vetor
Restred Va0 seafastandodo vetor original x a medidaque o postovai sendoreduzido.

A precisao numericada estimacao CORDIC esta impedindo que uma analise
mais profunda possaserfeita, prejudicandoo comportamerto do sistema. Como os
errossao propagadosarelacao ernre o postoe o erro medioquadratico e diretamerte

afetada, conformevisto na tabela a seguir:
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Tabela 5.6: Erro medio quadratico com precisa0o CORDIC de 5 bits e precisao do

Matlab para diferenes postosreduzidos

tr[Q x] - Redu cao com Precis ao 5 bits
Posto | Aposo CORDIC | Preciszo Matlab
64 228,5394 0,0000
50 53,9633 0,9079
40 43,6135 5,4740
30 26,8654 13,5014
20 5,3802 24,3718
10 24,0215 39,2494

Ha de seressaltarque o erro medio quadratico da estimacao CORDIC e bas-
tante ele\vado para o postocompleto,inviabilizando qualquertentativ a de estimacao.
Isto sedewe a propagacao do erro da ordem de 5 bits na matriz de Givens, que e
re etida no algoritmo de Wiener. O erro e ertao multiplicado por toda a decom-
posicao de Sdur e repassadadntegralmerte na equaao (5.24), o que deixa no caso
destaaplicacao o resultado para valorescom menosde 5 bits de precis2o CORDIC

imprecisose nao satisfatorios.

5.6.5 Wiener com precis ao variavel pela SVD _.CORDICRED

e posto reduzido em conjun to

Nestasimulacao, o numerode bits de precisao sela xado eareducaodeposto
sema variada gradativamerte. A diferenca ocorre na reducao do posto realizadalogo
apos o primeiro bit de preciszo. Depois da reducao do posto, a matriz cortinua a
serrotacionadacom o restarte dosbits de precisao desejados.

Os gra cos mostrarao a comparaao ertre 0s vetoresResyeq (qQUE represeta
a reducao de posto com precisao do Matlab), Rcorgicred (QuUe represeta a reducao de
posto apos o primeiro bit de precisso CORDIC) e 0 vetor Rcordicreqe (QUE represeta
a reducao de posto depois de aplicada a decompsicao com os n bits de precisao

CORDIC). Esta seaenciasera repetida para 10 e 8 bits de precis2o, e para o posto
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de 50, 45, 40, 35 e 30.

5.6.5.1 10 bits de precisao

As guras a seguircomparamos vetoresestimadosResyed: Rcordicr ed (durante
CORDIC) e Rcordicrede (@apos CORDIC) com 10 bits de precisao, para diferertes

reduceesde posto na matriz Ryy:

Posto 50, Precisao 10 bits

—— xest

© - xestred

—O— xestcordicred
2 xestcordicred2

Figura 5.17: Wiener com posto reduzido enquario a precisao CORDIC e calculada
(metodo 1) e depois do CORDIC (metodo 2), para 10 bits e posto 50
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Posto 30, Precisao 10 bits

—— xest

© - xestred

4+ @ —O~ xestcordicred
xestcordicred2

Figura 5.18: Wiener com posto reduzido enquario a precisao CORDIC e calculada
(metodo 1) e depois do CORDIC (metodo 2), para 10 bits e posto 30

A tabelaabaixo contem os erros mediosquadraticos para cadavetor compa-

rado:

Tabela 5.7: Erro medio quadratico com precisao CORDIC de 10 bits e precisao do

Matlab para difererntes postosreduzidos

tr[Q x] - Redu cao com 10 Bits de Precis ao
Posto | Durante o CORDIC | Aposo CORDIC | Precisao Matlab
64 0,2240 0,2422 0,0000
50 1,1606 1,0415 0,9824
45 14,6476 2,8045 2,7496
40 7,3465 5,7189 5,6646
35 15,0949 9,5335 9,4774
30 22,2999 13,4817 13,4479

Nota-sequequandoo postoereduzidogradativamerte, o erro medioquadratico

tambem vai aumertando para todos os metodos, conformeo esperado.
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Em todasas guras acimapara 10bits, o vetor referere ao calculo simultaneo
da precisao e reducao de posto (metodo 1, vetor Reorgicred) apreseta um MSE um
pouco maior que o metodo 2, represetado pelo vetor Reorgicredz). ISto € explicado
porque existe um erro de quartizacao intr nsecoao metodo 1 que e introduzido
guandoocorre a primeira rotacao de Jacobi, com 1 bit de preciszo. Quando ocorre
a reducao de posto, o erro \ bias-squaed” e entao introduzido na simulacao, masem
valor absoluto maior do que o erro de quartizacao, o que faz com que o MSE va
aumenrtando com a reducao do posto independerte do metodo.

E importante comenar que conformefoi visto na Secao 5.6.4, 0 metodo 2
para 10bits de precisao apresema resultadosparecidoscomosresultadosda preciso
do Matlab, ou seja, para 10 bits de precisao o resultado e satisfatorio e apresema

um erro medio quadratico compatvel a preciszo do Matlab.

5.6.5.2 8 bits de precisao

Para 8 bits de precisa0, geramosas seguirtes guras para posto reduzido:

Posto 50, Precisao 8 bits
20

—— xest

© xestred

15 —O— xestcordicred
xestcordicred2

15 - ‘{ &
20 Ll

25 - !

30 ! ! ! ! | ! J
0 10 20 30 40 50 60 70

Figura 5.19: Wiener com posto reduzido enquario a precisao CORDIC e calculada

(metodo 1) e depois do CORDIC (metodo 2), para 8 bits e posto 50
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Posto 30, Precisao 8 bits
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Figura 5.20: Wiener com posto reduzido enquaro a precis2o CORDIC e calculada

(metodo 1) e depois do CORDIC (metodo 2), para 8 bits e posto 30

A tabela abaixo cortem os erros medios quadraticos para todos 0s postos

com 8 bits de precisao CORDIC e com a precisao do Matlab:
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Tabela 5.8: Erro medio quadratico com precisao CORDIC de 8 bits e precisao do

Matlab para diferenes postosreduzidos.

tr[Q x] - Redu cao com 8 Bits de Precis ao
Posto | Durante o CORDIC | Aposo CORDIC | Precisao Matlab
64 6,1094 6,3892 0,0000
50 174,8167 1,6097 1,0911
45 31,8915 0,3596 2,9688
40 16,2390 3,3765 5,8388
35 20,9859 7,9376 10,2360
30 12,7952 13,2225 15,2539
25 18,4062 20,2005 18,3496
20 289,1904 25,8631 24,2888
15 27,1486 31,5385 32,8031

Assim comofoi visto na Secao 5.6.4 para 8 bits de precisao, 0 vetor R corgicr ed2
apresemou valoresde MSE menorespara posto 50, 45 e 40 do que o MSE com posto
completo. Isto ocorreu porque, no casode 8 bits de precisao, o0 erro de quartizacao
dos ultimos valores singularesfoi retirado na reducao destespostos, fazendocom
gue o MSE tenha cado menor. A Tabela 5.8 mostra claramene esteefeito.

Para o metodo 1, ao realizar o calculo com a precisao de 1 bit, e introduzido
um elewado erro de quartizacao antes da reducao. Este MSE elevado vai diminuindo
gradativamerte a medida em que o posto vai sendoreduzido e por consegénciao
erro de quartizacao vai sendoretirado, ate que o erro \bias-squared" supere este
delta, comopodemosobsenar na primeira colunada Tabela5.8. Isto torna areducao

de posto para o metodo 1 imprecisasea quartizacao baixar de 8 bits de preciszo.

5.7 Resultados da aplica cao

Nestecaptulo, foram vistos osefeitosdo Itro de Wiener com postoreduzido
sobreamatriz deautocorrelacaoR y atravesda SVD_CORDIC e SVD_CORDICRED,

com precisao variavel.
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Os resultadosapresetados para os cinco Itros de Wiener nas coordenadas
padrao (posto completoe precisao do Matlab, postoreduzidoe precisao do Matlab,
posto completo e precisao dada pela SVD_CORDIC, posto reduzido apos o calculo
da precisao pela SVD_CORDIC, e posto reduzido em conjunto com o calculo dos
bits de precis20) apresetaram o comportamerto dertro do esperado.

E importante ressaltar o efeito do erro de quartizacao sobre o erro
\ bias-squaed”, que faz com que a reducao de posto em alguns casosapresete um
menor MSE do que o posto completocom precisao nita. Assim comoo fato do pri-
meiro metodo de reducao de posto, cujo calculo seda apos uma iteracao CORDIC,
apresetar um MSE maior do que o metodo de reduzir o posto apos a determinacao
da precisao para a aplicacao de estimacao.

Outro ponto relevante e que apesar da complexidade assiniotica da
SVD_CORDIC sera mesmacomplexidadeassiriotica da SVD de Jacobi, aumen-
tamos o numerode ops consideraelmerte no Matlab. Isto tambem era esperado,
pois 0 numerode ops pelo metodo de Jacobie determinadopelatolerancia que se
admite para diagonalizar a matriz desejada. O tempo computacional das funcees
desenolvidas nestatese, se compiladasnum processadorCORDIC bidimensional
(com somadore registradoresde deslacamertio) seriamais rapido do que o tempo
apresemado pelo Matlab, independernemerte do numerode ops calculados. Para
exempli car, podemoscitar Van Loan [1] quandoa rma quea multiplicacao de uma
matriz triangular nao poderia ser seisvezesmais rapida do que a multiplica cao de
uma matriz quadrada, concluindo que o metodo de cortagem dos ops so captura

uma das muitas dimenoesque a e cienciade um algoritmo apreseta.
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Cap tulo 6

Conclus ao

6.1 Contribui cees da Tese

O principal objetivo e motivacao da tese foi a buscade um metodo para
reducao de posto com precisao variavel que pudesseser aplicado em diversasareas
de processameto de sinais e conmunicaceesmoveis.

Propusemosdois metodos para obter o posto e a precisao reduzidos:

1. Um metodo que reduz o posto apos a escolhada precisao para n bits, dada

pelafuncao SVD_CORDIC;

2. Um metodo que realiza a primeira iteracao CORDIC, reduz o posto e depois

cortinua a calcular a precisao desejadapara mais n-1 iteraceesCORDIC.

Estesdois metodosutilizam o algoritmo de Jacobipara fazera decommsicao
em valoressingulares. A ideia e diagonalizara matriz desejadaatravesde rotacees
de vetoresbidimensionais,mantendo constarte o valor da norma de Frobenius. A
preciszo nita CORDIC e aplicadadiretamerte na matriz de Givens,respeitando as
suascondiceesde convergencia e cortrolando a acuracia do algoritmo. Nao aplica-
moso CORDIC emtodasasoperaceesparaevitar possveiserrosde arredondameto
que nao poderiam ser desprezadosge tambem para nao precisarfazer um corrole
r gido sobrea corvergénciade cadaoperacao.

Osresultadosque obtivemosem cadasimulacao no Matlab estao comertados

a seguir, subdivididos por captulo:
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Cap tulo 2: As funceesCORDIC implemertadas no Matlab (16 funceesao
todo) e suasrespectivas regieesde convergeéncia apresetaram os resultados
desejados. Poder amos ter obtidos resultados mais expressivs nas simula-
ceesdeste captulo se a regiao de converggncia CORDIC para o sistemade
coordenadaslinear e hiperbolico fosseexpandida, atraves das sea®nciasde
deslacamerio. A pesquisarealizada neste captulo criou uma biblioteca de
funceesCORDIC que podem ser utilizadas para obter precisao de n bits em

outros algoritmos, cujasimplemertaceestambem sejamfeitas no Matlab.

Cap tulo 3: Implemertamos a SVD pelo metodo de Jacobi no Matlab,
fazendotestescommatrizessimetricas3 3e5 5. As simulaceesforam bem
sucedidasmas 0 metodo de Jacobilimitou o uso dos metodos para reduzir o
posto e a precisao em matrizes simetricas. Apesarde suabaixa complexidade,
estalimita cao nosimpediu de obter analisedosresultadosem outro dom nio de
coordenadascomopor exemploobtencao do Itro de Wiener nascoordenadas

de coerénciae candnicas.

Cap tulo 4: Nessecaptulo foram implemertados osmetodosde postoe pre-
cisao reduzidosusandoo CORDIC no algoritmo SVD, principais motivacees
originais da tese. A implementacao foi feita com o auxlio do metodo de Ja-
cobi. O exemplodestecaptulo mostraa correlacao entre osdois metodos, que
apresetam resultadossemelhantes.Podemosinferir que o metodo proposto
SVD_CORDICRED reduz a complexidadeassirntotica da SVD para O(nr 2),
sendon asdimensesda matriz e r a nova dimensao apos a reducao de posto
(visto naseca0 4.4). Os metodospropeemuma alternativa de pesquisana area
de reducao de posto podendoseraprimoradose adaptadospara mais ou menos
bits de precisao com maior ou menor reducao de posto. Por exemplo,pode-se
adaptar o metodo SVD_CORDICRED para uma melhor relacao ertre posto
precis2o, ou seja,aposi iteraceesCORDIC, reduzir o posto e completar a
preciso comn - i iteracees. Outra forma de aprimorar o algoritmo e fazer
uma iteracao CORDIC, reduzir o posto em uma unidade e assimpor diante,

ate sechegara precisao ou ao posto desejados.

Cap tulo 5: Estecaptulo junta todasasferramenas pesquisadasestetra-
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balho, testadas numa aplicacao de estimacao. Foi implemertado no Matlab
um ltro de Wiener nas coordenadaspadrao para que a matriz de autocor-
relacao Ry, pudesseser decompsta pela SVD com precisso CORDIC. Foi
feita a simulacao para posto completo com precisao Matlab, posto reduzido
com precisao Matlab, posto completocom preciszo dada pela SVD_CORDIC,
posto reduzido apos a escolhada precisao pela SVD_CORDIC, e posto redu-
zido ao mesmotempo em que a SVD_CORDICRED calculaosresultadoscom
a precisao desejada. Podemosinferir a partir dos resultadosapresetados o
funcionameno dos metodos propostos numa aplicacao de estimacao, mas 0s
resultadospoderiam ser melhoradoscasoo Itro de Wiener no sistemade co-
ordenadaspadrao fosseimplemertado no sistemade coordenadascandnicas

ou de coeréncia, comosugereSdarf [17].

Este trabalho deixa comocortribui cao acac@micaum tutorial sobreCordic e
suasaplicaceesem operaceesaritmeticas, uma biblioteca CORDIC para ser usada
no Matlab, uma analise sobreo Itro de Wiener utilizando a SVD_CORDIC e dois
metodos distintos para realizar a reducao de posto de matrizes simetricas, sendo
uma conse@@nciada teseo aprofundameno destesmetodos para 0 usoem outras
aplicacees,comopor exemplosistemasde conunicacao multiusuarios.

Uma concluse do Captulo 5 foi o fato do MSE melhorar com a reducao
de posto para precisaesbaixas, aferido pelassimulaceescom o Itro de Wiener. A
explicacao para este efeito independe do metodo proposto, e se baseianos efeitos
da reducao de posto. Quando o posto e reduzido, e retirado uma certa quantidade
de informacao do sistemae seuserrosde quantizacao inerertes. Quando esteserros
comeam a crescerdevido ao usode menosbits para quartizacao, a reducao de posto
retira esseserros indesepveis em maior quantidade do que a propria informacao,
comopodemosver na Tabela5.5. Ou seja,vale a penareduzir o posto e a precisao
paradiminuir a complexidadede algoritmos que possuenmatrizesde ordemele\ada
em pro de um desem@nho desejado. Apesardo aumerno do numerode ops pela
decompsicao em valoressingulares,ha de seressaltarque a contagemde ops pode

nao re etir com exatidao a e ci€nciade um algoritmo.
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6.2 Prop ostas de Trabalhos Futuros

E proposto como um trabalho futuro a implemertacao da SVD por outro
metodo que nao o de Jacobi para comparaao com os resultadosobtidos nestatese,
tendo comoconseg@nciaa decompsicao SVD de qualquermatriz m  n.

A implemertacaodo Itro deWienernascoordenadasandnincase de coeréncia
com o usoda SVD_CORDIC para matrizesn m possibilitaria uma melhora nos
resultadosobtidos, e suacomparacao com o trabalho de Sdarf.

Outro passosugeridopara trabalhos futuros e a modi ca cao dos metodos de
posto e precisao reduzidosadaptados para novas relacees posto x precisao, como

falamosanteriormente na seao 6.1.
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