
IMPLEMENT AC� ~AO DE FILTROS DE WIENER COM POSTO E PRECIS~AO

REDUZIDOS

Bruno de Carvalho Costa

DISSERTAC� ~AO SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DA COORDENAC� ~AO

DOS PROGRAMAS DE P �OS-GRADUAC� ~AO DE ENGENHARIA DA

UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO COMO PARTE DOS

REQUISITOS NECESS�ARIOS PARA A OBTENC� ~AO DO GRAU DE MESTRE
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o dia em que optei seguir o caminho de um mestre. Nossoamor superou muitas

barreirasem prol destadisserta�c~ao.

Gostaria de agradecerao meu orientador e amigo Marcello Campos por a-

creditar sempreno resultado deste trabalho. Sua dedica�c~ao e vontade me �zeram

venceras di�culdades encontradas e me motivaram ao longo do cursode mestrado

para que o objetivo �nal fossealcan�cado.

Gostariadeagradeceraosprofessoresefuncion�ariosdo LPS eCOPPE/UFRJ,

especialmente ao Prof. G�elsonMendon�ca, Prof. Eduardo Silva, Prof. Paulo Diniz,

Prof. S�ergio Lima Netto, Prof. Jos�e Seixase Prof. Mariane Petraglia que me

guiaram com a maestria necess�aria para que eu me formassecomo homem, enge-

nheiro e comomestre.

Agrade�co aoscolegasde mestradoTadeuNagashima,Michel Tcheou,Filip e

Diniz, LeonardoBaltar e William Roger,semosquaisestap�os-gradua�c~ao n~ao teria
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Resumoda Disserta�c~ao apresentada �a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necess�arios para a obten�c~ao do grau de Mestre em Ciências(M.Sc.)

Bruno de Carvalho Costa

Mar�co/2006

Orientador: Marcello Luiz Rodriguesde Campos

Programa: EngenhariaEl�etrica

A hist�oria das Telecomunica�c~oes�e marcadapor fortes avan�costecnol�ogicos,

traduzidosemd�ecadasdepesquisas,desenvolvimento dealgoritmosmaise�cientes e

implementa�c~oesem hardware cadavezmais r�apidos. Uma dast�ecnicasmais conhe-

cidaspara reduzir a complexidadede um algoritmo �e reduzir o posto de matrizesde

ordem elevada, concentrando a informa�c~ao destasmatrizes em alguns��ndicespr�e-

determinadose aumentando a suae�ci ênciacomoum todo. A SVD (Decomposi�c~ao

emValoresSingulares), por suacaracter��stica peculiardeconcentrar a informa�c~aoda

matriz nosvaloressingulares,�euma dasferramentas existentes para reduzir o posto.

Nesta tese propomos m�etodos de obter a SVD com precis~ao vari�avel (CORDIC)

durante e ap�os a redu�c~ao de posto, e comparamosos resultadosobtidos em uma

aplica�c~ao de estima�c~ao.
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Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial ful�llmen t of the

requirements for the degreeof Master of Science(M.Sc.)

Bruno de Carvalho Costa

March/2006

Advisor: Marcello Luiz Rodriguesde Campos

Department: Electrical Engineering

The Telecommunications history is marked by great technological advances,

translated in decadesof research, development of moree�cien t algorithms and faster

hardware implementation. One of the most well known techniquesto reducealgo-

rithm complexity is to reduce the rank of high order matrix, concentrating the

information in someindexesand increasingthe algorithms e�ciency . SVD (Singu-

lar Value Decomposition) with its peculiar characteristic of concentrating matrix

information's in singular values, is one of the available tools to do rank reduction.

This work proposesmethodsto perform �nite-precision singularvaluedecomposition

(CORDIC's algorithms) during and after rank reduction, and comparethe results

in an estimation application.
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Cap��tulo 1

In tro du�c~ao

1.1 Motiv a�c~ao

A hist�oria das Telecomunica�c~oes�e marcadapor fortes avan�costecnol�ogicos,

traduzidos em d�ecadasde pesquisas,desenvolvimento de algoritmos mais e�cientes

e implementa�c~oesem hardware cadavez mais r�apidos.

Quandofalamosde e�ci ênciade um algoritmo nosreferimosao seutempo de

execu�c~ao computacional,cuja grandezadependede algunsparâmetros,comoo tip o

dehardwareeo n�umerodeentradas do software. Por estemotivo, medimoso tempo

computacional por m�etodos anal��ticos, de forma a determinar a complexidadede

um algoritmo independente da linguagemde programa�c~ao, compiladorou hardware

usados.

Citando o casoespec���co da telefoniacelular,emquec�odigospseudo-aleat�orios

e multiplica�c~oesde matrizesde ordemelevada s~ao constantemente usados�a medida

queasgera�c~oesv~ao sendodesenvolvidas (por exemplo,a terceira e a quarta gera�c~ao

de celulares),uma das t�ecnicasmais simplese conhecidaspara diminuir a comple-

xidade dessesalgoritmos �e reduzir o posto das matrizes. Para isto, �e necess�ario

concentrar a informa�c~ao destasmatrizes em alguns��ndicespr�e-determinados,para

que a redu�c~ao de posto sejamais e�ciente.

A SVD (Decomposi�c~aoemValoresSingulares) �eumadasferramentas existen-

tespara redu�c~aodo posto,por suacaracter��stica peculiardeconcentrar a informa�c~ao

da matriz nosvaloressingulares.

Apesarde existirem diversosalgoritmos para calcular a SVD, tais como os
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m�etodos de Golub-Kahan SVD, o Golub-Reinsch SVD, R-SVD, e o GSVD [1], os

m�etodosdeJacobis~aoosmaisusadospor suacaracter��stica decomputa�c~aoparalela.

Nesta tese, �e implementada a SVD pelo m�etodo de Jacobi e s~ao propostos

dois m�etodos de obter a SVD com precis~ao vari�avel (CORDIC) durante e ap�os a

redu�c~ao de posto, para compara�c~ao dos resultadosobtidos em uma aplica�c~ao de

estima�c~ao.

O CORDIC (COordinate Rotation DIgital Computer) �e um algoritmo r�apido

e simples, possuindocaracter��sticas geom�etricas que permitem, atrav�es do uso de

somadoreseregistradoresdedeslocamento, realizarc�alculosdeopera�c~oesaritm�eticas

complexas. O CORDIC calcula ainda com a precis~ao de n bits senos,cossenos,

tangentese muitas outras opera�c~oes,podendoserutilizado comounidadearitm�etica

de c�alculo em qualqueralgoritmo.

1.2 Organiza�c~ao da Tese

No Cap��tulo 2, descrevemosdetalhadamente o funcionamento do algoritmo

CORDIC, assimcomoseusmodosdeopera�c~aoesuasregi~oesdeconverĝencia. Foram

implementadasaotodo 16fun�c~oesCORDIC no Matlab, compossibilidadedeescolha

dos bits de precis~ao. Para cada fun�c~ao plotamos gr�a�cos e analisamosa regi~ao de

converĝencia.

No Cap��tulo 3, mostramosa SVD, suascaracter��sticasedetalhamoso m�etodo

de Jacobi para matrizes sim�etricas n � n. Foi desenvolvido no Matlab a fun�c~ao

SVD JACOBI, que calcula a SVD pelo m�etodo cl�assicode Jacobi.

Os m�etodospropostospara c�alculo da SVD com precis~ao vari�avel ser~ao mos-

trados no Cap��tulo 4. Foi desenvolvida no Matlab as fun�c~oes SVD CORDIC e

SVD CORDICRED, juntando os conceitosvistos nos dois cap��tulos anteriores. Os

resultadosobtidos comestaimplementa�c~ao podemservistos no �nal destecap��tulo,

com opera�c~oesde matrizes 2 � 2 e 3 � 3 com precis~ao de 3, 5, 7, 10 e 15 bits.

No Cap��tulo 5 detalhamoso conceito da decomposi�c~ao do �ltro de Wiener

nascoordenadaspadr~ao, para aplica�c~ao da redu�c~ao de posto. Foram desenvolvidos

no Matlab cinco cen�arios de estima�c~ao, com precis~ao vari�avel e posto reduzidos.

Por �m, no Cap��tulo 6 apresentamos as conclus~oesde cadasimula�c~ao e pro-
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pomos uma linha de trabalho futuro na �area de redu�c~ao de posto com precis~ao

vari�avel.
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Cap��tulo 2

Algoritmos CORDIC

2.1 In tro du�c~ao

Os algoritmos CORDIC (CO ordinate R otation DI gital Computer) foram

desenvolvidos no intuito de melhorar o desempenho de determinadasopera�c~oesa-

ritm �eticascomplexas,possibilitando implementa�c~oesmais e�cientes de arquiteturas

e algoritmos DSP (Digital Signal Processing).

Foi com esta motiva�c~ao que Volder [2] introduziu em 1959uma t�ecnicade

rota�c~oesde vetorescom opera�c~oesde somae deslocamento, possibilitandoo c�alculo

iterativ o de fun�c~oestrigonom�etricas e fun�c~oeshiperb�olicas. A cada itera�c~ao, a pre-

cis~aodo algoritmo �e incrementada por um bit deacur�acia,o qued�a aoalgoritmo uma

caracter��stica peculiar e expandeo seulequede atua�c~ao na �area de processamento

de sinaise sistemasdigitais.

O CORDIC �e um conjunto de rota�c~oesde ângulos�xos calculadospor uma

seq•uência de deslocamento, com dire�c~ao de rota�c~ao determinada por um esquema

de controle quegarante a converĝenciado algoritmo. Os ângulosde rota�c~ao v~ao di-

minuindo a cadaitera�c~ao, e dependendodo esquemadecontrole usado,podemoster

diferentes modosdeopera�c~oespossibilitandoa implementa�c~ao dediferentes fun�c~oes.

Os resultadosobtidos por Volder foram aperfei�coadospor outros pesquisado-

res, destacando-seo trabalho de Walther [3] que generalizouas equa�c~oesoriginais

para fun�c~oeshiperb�olicas,Meggitt [4] nascomputa�c~oescombasedecimale Daggett

[5] na convers~ao de decimal-bin�ario. Muitos avan�cos em VLSI (Very Large-Scale

Integration) s�o foram poss��veis devido ao uso do CORDIC em suasarquiteturas.
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Suasrota�c~oes,tamb�em chamadasde microrrota�c~oes,oferecemuma alternativa ele-

gante para o c�alculo de fun�c~oesaritm�eticas, trigonom�etricas, hiperb�olicas,sistemas

deequa�c~oeslineares,c�alculo deautovalores,autovetores,valoressingularesedecom-

posi�c~ao QR.

2.1.1 Dimens ~ao das Rota�c~oes

Originalmente, o CORDIC descrito por Volder lida com rota�c~oesno espa�co

Euclidiano ou Pseudo-Euclidiano,sendoe�ciente no que sepropôs. Por�em, quando

�e precisorotacionar vetoresem espa�coscom dimens~oesmaioresque 2, o algoritmo

necessariamente decomp~oe estasrota�c~oesem 2D para depois recompor o produto

�nal, onerandoo desempenhodo processador.�A medida que o tamanho do espa�co

vai aumentando, torna-se complicado manter a velocidade de implementa�c~ao por

mais r�apida que sejaa arquitetura do DSP.

Com esteracioc��nio, Hsiao e Delosme[6] implementaram uma generaliza�c~ao

do algoritmo CORDIC permitindo que rota�c~oesde vetores de dimens~ao n sejam

decompostasem rota�c~oescom dimens~oesmaioresque 2, como 3 e 5, por exemplo,

preservando a sua norma original. Esta generaliza�c~ao, conhecidacomo CORDIC

Householder, n~ao ser�a abordada nesta tese, e todas as implementa�c~oes CORDIC

realizadasnestetrabalho s~ao rota�c~oesde vetoresbidimensionais.

2.2 Algoritmo CORDIC

Volder desenvolveu o algoritmo CORDIC baseadona forma geral da matriz

de rota�c~ao de Givens,querotaciona um vetor V = (x; y) por um ângulo � no plano

Euclidiano:

8
<

:

x0 = x cos(� ) � y sen(� )

y0 = y cos(� ) + x sen(� )
(2.1)
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Figura 2.1: Rota�c~ao de um vetor v por um ângulo �

Organizandoa equa�c~ao acima, temos:

8
<

:

x0 = cos(� ) � [x � y tan(� )]

y0 = cos(� ) � [y + x tan(� )]
(2.2)

Seosângulosderota�c~aoforemlimitados a tan(� ) = � 2� i , a multiplica�c~ao do

termo tangente �e reduzida a uma opera�c~ao simplesde deslocamento [7]. A dire�c~ao

da rota�c~ao pode ser tanto no sentido hor�ario quanto no sentido anti-hor�ario, pois

cos(� ) = cos(� � ). A equa�c~ao 2.2 pode serexpressacomo:

8
<

:

x i +1 = K i [x i � yi � � i � 2� i ]

yi +1 = K i [yi + x i � � i � 2� i ]
(2.3)

em que:

K i = cos(tan � 1(2� i )) =
1

p
1 + 2� 2i

(2.4)

� i = � 1 (2.5)
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Sea vari�avel K i for removida das equa�c~oesiterativas acima, pode-serotaci-

onar vetoressomente com opera�c~oesde somae de deslocamento. A remo�c~ao desta

vari�avel, chamadade fator de corre�c~ao de escala,pode ocorrer atrav�esde um pro-

duto realizado ap�os cada itera�c~ao ou pode ocorrer ao �nal de todas as itera�c~oes,

comoum processode ganhodo algoritmo.

Osângulosdecadarota�c~aos~aodeterminadospelovalor dearcotangentes,que

variam de acordocom uma seq•uêncian~ao decrescente. A tabela abaixo exempli�ca

passoa passoos ângulosde rota�c~ao �xos para a seq•uênciadosn�umerosnaturais:

Tabela 2.1: Valoresdos ângulos�xos para a seq•uênciadosn�umerosnaturais

tan( � i ) � i cos(� i )

tan (� 1) = 1
1 � 1 = 45� cos(� 1) = 0.7071

tan (� 2) = 1
2 � 2 = 26:5650� cos(� 2) = 0.8944

tan (� 3) = 1
4 � 3 = 14:0362� cos(� 3) = 0.9701

tan (� 4) = 1
8 � 4 = 7:1250� cos(� 4) = 0.9922

tan (� 5) = 1
16 � 5 = 3:5763� cos(� 5) = 0.9980

tan (� 6) = 1
32 � 6 = 1:7899� cos(� 6) = 0.9995

� � � � � � � � �

Uma terceira vari�avel z �e necess�aria para acumular os ângulosrotacionados,

comoexposto na equa�c~ao a seguir:

zi +1 = zi � � i � tan� 1(2� i ) (2.6)

Por exemplo,sesubstituirmos osvaloresde tan(� i ) e cos(� i ) na equa�c~ao 2.2,

e iniciarmos as vari�aveis x0, y0 e z0 com os valores 1
K i

, 0 e um ângulo qualquer �

respectivamente, temosao �nal de i itera�c~oeso cossenode � armazenadona vari�avel

x i . Seaplicarmoso m�etodo uma vez,temosa precis~ao deum bit, eassimpor diante.

Juntando os conceitosdas equa�c~oes2.1, 2.2 e 2.3, Volder descreve uma ite-

ra�c~ao CORDIC composta exclusivamente com opera�c~oesde soma/subtra�c~ao e des-

locamento da seguinte maneira:

7



8
>>><

>>>:

x i +1 = x i � m � � i � yi � � m;i

yi +1 = yi + � i � x i � � m;i

zi +1 = zi � � i � � m;i

(2.7)

A cada itera�c~ao um vetor vi = (x i ; yi )T ser�a transformado linearmente num

vetor vi +1 = (x i +1 ; yi +1 )T , e a vari�avel z assumeo somat�orio dosângulosde rota�c~ao

� m;i . A vari�avel m pertencente ao conjunto f 1,0,-1g determinao sistemade coorde-

nadas,enquanto a vari�avel � i , podendoassumiros valoresf 1,-1g, ir�a determinar a

dire�c~ao da rota�c~ao, desempenhandoum papel fundamental para a converĝenciado

algoritmo. A vari�avel � m;i �e de�nida como� m;i = d� sm;i , sendod a basedo sistema

num�ericoe sm;i uma seq•uênciadedeslocamento den�umerosinteiros, geralmente n~ao

decrescente.

Para um melhor entendimento da equa�c~ao (2.7), vamos estudar separada-

mente cada uma das vari�aveis acima com intuito de entender de forma clara o seu

prop�osito dentro do algoritmo. A basebin�aria, usadaprincipalmente em opera�c~oes

computacionais,foi a baseescolhidapara implementa�c~ao, sendoportanto � m;i =

2� sm;i .

2.2.1 Sistemas de Coordenadas

O resultado de qualquer transforma�c~ao linear dependedo sistemade coor-

denadasutilizado. No casodo CORDIC, o sistemade coordenadas�e determinado

pela vari�avel m, e pode ser circular, linear ou hiperb�olico. Um exemplot��pico �e o

c�alculo direto do senoe cosseno,que s�o podem ser obtidos com o sistemacircular

de coordenadas.

Para um melhor entendimento, vamosconsiderarum sistemade coordenadas

polares. Sendo(x; y) coordenadasortogonaisde um ponto P, temos:

8
<

:

R =
p

x2 + m � y2

� =
�

1p
m

�
tan� 1

�
y

p
m

x

�

8
<

:

x = R � cos(�
p

m)

y =
�

Rp
m

�
� sen(�

p
m)

(2.8)
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A vari�avel m ir�a de�nir a normado vetor R = (x; y)T , dadapor
p

x2 + m � y2

eo ângulo� , de�nido por ( 1p
m ) � tan� 1( y

p
m

x ). Quandom = 1, a tra jet�oria da rota�c~ao

�e um c��rculo de fun�c~ao x2 + y2 = 1 e � = tan� 1( y
x ). No sistemade coordenadas

hiperb�olico, a tra jet�oria da rota�c~ao�euma fun�c~aohiperb�olica de�nida por x2 � y2 = 1

e � = tanh� 1( y
x ), e no sistemade coordenadaslinear, a tra jet�oria �e dada pela linha

x = 1 e � = y
x .

A tabela abaixo resumede forma sucinta cadasistemade coordenadasusado

no CORDIC.

Tabela 2.2: Sistemade Coordenadasno CORDIC

Sistemas de Coordenadas

Mo do m Raio Ângulo

Circular m = 1
p

x2 + y2 tan� 1( y
x )

Linear m = 0 x y
x

Hiperb�olico m = -1
p

x2 � y2 tanh� 1( y
x )

A id�eia principal �e transformar linearmente um ponto Pi = (x i ; yi ) para um

ponto Pi +1 = (x i +1 ; yi +1 ) tal como:

8
<

:

x i +1 = x i + m � � i � yi

yi +1 = yi � � i � x i

(2.9)

O entendimento �ca ainda maisexpl��cito visualizandoas�guras abaixo, con-

tendo as tra jet�orias das rota�c~oesem cadasistemade coordenadas:
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Figura 2.2: Sistemade CoordenadasCircular

Figura 2.3: Sistemade CoordenadasLinear
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Figura 2.4: Sistemade CoordenadasHiperb�olico

Nas �guras citadas, o ângulo de rota�c~ao �xa � m;i vai diminindo em m�odulo

�a medida que as itera�c~oesv~ao sendoincrementadas devido �a seq•uênciade desloca-

mento. O efeito rotacional pode ocorrer tanto no sentido hor�ario quanto no sentido

anti-hor�ario, de acordo com o esquemade controle de converĝencia do algoritmo.

Sendo� o somat�orio dos ângulos� m;i , temos:

8
><

>:

� m;i =
�

1p
m

�
tan� 1 (

p
m� i )

� =
n� 1P

i =0
� i � m;i

(2.10)

Pode-seobservar nasFiguras2.2e 2.4queo vetor vai sofrendouma expans~ao

n~ao uniforme ao longodasitera�c~oes. Isto ocorreporqueo algoritmo realizarota�c~oes

imperfeitas(multiplica�c~oesde senose cossenos).Seacumularmosestaski expans~oes

numa vari�avel K n , podemoscorrigir o resultado atrav�es de um produto por um

escalar,retirando o efeito das expans~oes. Este �e o chamado Fator de Corre�c~ao de

Escala, sendo tamb�em um parâmetro para veri�car se o algoritmo convergiu no

sistemade coordenadasadotado.
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8
><

>:

ki =
p

1 + m� 2
i

K n =
n� 1Q

i =0
ki

(2.11)

Uma terceira componente zi armazenao ângulo total acumulado nas suces-

sivas itera�c~oes.Depois de n itera�c~oes,temos:

8
><

>:

zi +1 = zi � � i � � m;i

zn = z0 �
n� 1P

i =0
� i � � m;i

(2.12)

Ondezn �e igual a diferen�caentre o ânguloinicial z0 eo ângulototal derota�c~ao

acumulado nasn itera�c~oes.

2.3 Mo dos de Op era�c~ao

Assim comoo sistemade coordenadas,a escolhado modo de opera�c~ao per-

mite quesecheguea resultadosespec���cos. Esta escolha�e feita substituindo � i por

um \esquemade controle", que determina a dire�c~ao de cadarota�c~ao.

A vari�avel � i pode assumiros valoresf 1,-1g, e quandoo produto de � i e de

x i for positivo na equa�c~ao (2.7), o sentido da rota�c~ao �e anti-hor�ario. Por sua vez,

quandoo produto destasvari�aveis for negativo, o sentido da rota�c~ao �e hor�ario.

Os modosde opera�c~ao principais s~ao osmodosde rota�c~ao e o de vetoriza�c~ao.

2.3.1 Mo do de Rota�c~ao

O modo de rota�c~ao, tamb�em conhecidocomo Z-Reduction e como modo de

aplica�c~ao, caracteriza-sepor ir reduzindoo valor da vari�avel z a cada itera�c~ao con-

vergindo a vari�avel para zero. Quando isto acontece, o ângulo total de rota�c~ao

acumulado �e exatamente igual ao ângulo inicial z0 escolhido.

Na pr�atica, para aplica�c~ao do CORDIC num vetor de entrada (x; y)T �e

atribu��do um ângulo inicial de rota�c~ao z0 = � . Com isto, temos x0 = x, y0 = y

e z0 = � , onde:
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zn = � �
n� 1X

i =0

� i � � m;i (2.13)

Quando zn �e igual a zero, � = � =
n� 1P

i =0
� i � � m;i , ou seja, o ângulo total

acumulado de rota�c~ao � �e igual a � .

Para que isto aconte�ca, o esquemade controle � i = sign(zi ) �e usado,obten-

do-se:

8
>>><

>>>:

x i +1 = x i � m � sign(zi ) � yi � 2� sm;i

yi +1 = yi + sign(zi ) � x i � 2� sm;i

zi +1 = zi � sign(zi ) � � m;i

(2.14)

Figura 2.5: Trajet�oria de uma transforma�c~ao CORDIC no modo de rota�c~ao com

sistemade coordenadascircular.

Na Figura 2.5 �e mostrada a tra jet�oria para o modo de rota�c~ao no sistema

de coordenadascircular. �E evidente a expans~ao n~ao uniforme a cada itera�c~ao, que

pode sercorrigida com o fator de corre�c~ao de escala.
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2.3.2 Mo do de Vetoriza�c~ao

Tamb�em conhecidocomo Y-Reduction e modo de avalia�c~ao, o modo de ve-

toriza�c~ao tem como�nalidade rotacionar um vetor de entrada (x; y)T ao redor do

eixo x. Isto �e feito atrav�esde um esquemade controle capazde for�car yn para zero

durante as itera�c~oes. A rota�c~ao ao redor do eixo x pode ser tanto no eixo positivo

(x0 � 0) quanto no eixo negativo (x0 � 0), dependendodo sinal de x0, e quando

yn = 0, zn cont�em o ângulo total de rota�c~ao � depois de n itera�c~oes.

zn = � � = �
n� 1X

i =0

� i � � m;i (2.15)

O esquemade controle no modo Y-reduction �e � i = � sign(x i ) � sign(yi ).

Substituindo a vari�avel � j na equa�c~ao fundamental (2.7), temos:

8
>>><

>>>:

x i +1 = x i + m � sign(x i ) � sign(yi ) � yi � 2� sm;i

yi +1 = yi � sign(x i ) � sign(yi ) � x i � 2� sm;i

zi +1 = zi + sign(x i ) � sign(yi ) � � m;i

(2.16)

Ao �nal dasitera�c~oes,xn = K m (n) � sign(x0) �
p

x2 + m � y2. Na �gura abaixo

pode-seobservar a tra jet�oria para o modo Y-Reduction no sistemade coordenadas

circular de um vetor (x; y)T .

14



Figura 2.6: Trajet�oria de uma transforma�c~ao CORDIC no modo Y-Reduction com

sistemade coordenadascircular.

2.4 Con vergência do Algoritmo

Na Se�c~ao 2.3 os esquemasde controle de converĝencia foram usadosnos

modos de rota�c~ao e vetoriza�c~ao. Os esquemasde controle de�nem uma seq•uência

de sinais� i 2 f 1; � 1g para conduzir a dire�c~ao dasi itera�c~oes,masn~ao s~ao os �unicos

respons�aveis por garantir a converĝenciado CORDIC.

Sendoo n�umerode itera�c~oesigual a n rota�c~oesde ângulos�xos com dire�c~ao

vari�avel, o ângulo desejadode rota�c~ao A0 pode apresentar um erro de arredonda-

mento � � dado por:

� � = A0 �
n� 1X

i =0

� i � � m;i (2.17)

O erro de arredondamento � � n~ao inclui erro de quantiza�c~ao �nita dos

ângulosde rota�c~ao � m;i . Os errosde quantiza�c~ao s~ao abordadospor HU [8].

Analisandoa equa�c~ao (2.17), podemosde�nir dois crit �eriosde converĝencia,

conforme[2, 3]:

� O ângulo escolhidode rota�c~ao deve satisfazer�a condi�c~ao:
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� m;i �
n� 1X

j = i +1

� m;j � � m;n � 1 (2.18)

Exempli�cando o casolimite descrito pela equa�c~ao (2.18), se ap�os uma de-

terminada itera�c~ao i restar um ângulo A i igual a zero (ou seja, o ângulo desejado

para rota�c~ao foi atingido, masainda restamn-i itera�c~oes),signi�ca quena pr�oxima

itera�c~ao o vetor bidimensionalsofrer�a uma rota�c~ao � � m;i . Nestecaso,o somat�orio

dos ângulos restantes de rota�c~ao
n� 1P

j = i +1
� m;j seria su�ciente para fazer com que o

ângulo de rota�c~ao �nal An , ap�os a �ultima itera�c~ao n, seja zero com acur�acia de

� m;n � 1.

� O ângulo de rota�c~ao A0 n~ao deve exceder�a regi~ao de converĝencia da deter-

minada itera�c~ao, ou seja,a somade todosos ângulosrestantes mais o ângulo

�nal � m;n � 1:

jA0j �
n� 1X

i =0

� m;i + � m;n � 1 (2.19)

2.4.1 Seq•uências de Deslo camento

Os crit �erios expostos acima est~ao diretamente ligados �a escolhade uma

seq•uência de deslocamento convergente, pois �e ela que determina o ângulo �xo de

cadarota�c~ao, dado por:

� m;i =
1

p
m

� tan� 1(
p

m � 2� sm;i ) sendo i 2 f 0; : : : ; n � 1g (2.20)

Uma mesmaseq•uênciade deslocamento nem sempreconvergeem diferentes

sistemasde coordenadas,o que possibilita a atua�c~ao do algoritmo em diferentes
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regi~oesdeconverĝencia,comfatoresdecorre�c~aodeescaladiferentes (equa�c~oes(2.10)

e (2.11)).

Assim que for escolhidaa seq•uência, independente do modo de opera�c~ao,

pode-secalcular antecipadamente os ângulos �xos � m;i e o fator de corre�c~ao de

escala.

Para os sistemasde coordenadascircular e linear, �e intuitiv a a escolhado

conjunto dos n�umeros naturais N para sm;i , pois a seq•uência seria inteira e n~ao

decrescente, fazendocom que � m;i = 2� sm;i sempreconvirja. J�a quando o sistema

de coordenadasfor hiperb�olico, a seq•uência anterior s�o convergir�a se repetirmos

algumasitera�c~oespara alcan�car o resultado desejado. Esta id�eia foi desenvolvida

por Walther [3] e consisteem montar a seq•uênciasm;i com o conjunto N� repetindo

as itera�c~oes3 � k + 1, sendok igual �as itera�c~oesf 1; 2; � � � ; ng .

A tabela a seguir mostra as seq•uênciasde deslocamento para cada sistema

de coordenadas.

Tabela 2.3: Seq•uênciade Deslocamento do CORDIC

Sistemas de Seq•uência de Regi ~ao de Fator de

de de de Corre�c~ao

Co ordenadas Deslo camen to Con verg ência de Escala

m sm;i jA0 j K m (n ! 1 )

1 0; 1; 2; 3; 4; � � � ; i; � � � � 1; 74 � 1; 64676

0 1; 2; 3; 4; � � � ; i; � � � 1,0 1,0

-1 1; 2; 3; 4; 4; 5; � � � � 1; 13 � 0; 82816

Visando aumentar a regi~ao de converĝenciapara ossistemasde coordenadas

linear, foi utilizada umaseq•uênciadiferente da expostapor Meyr eDawid [9] aolongo

destetrabalho. A seq•uênciasugeridapor elesn~ao leva em considera�c~ao o n�umero0,

que limita o ângulo m�aximo jA0j em 1 radiano (ver Tabela 2.3). Ao acrescentar o

n�umero0 na seq•uência,a regi~ao de converĝencia�e simplesmente dobrada,conforme

mostradona tabela abaixo e na se�c~ao de implementa�c~ao destecap��tulo.
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Tabela 2.4: Seq•uênciade Deslocamento modi�cada do CORDIC

Sistemas de Seq•uência de Regi ~ao de Fator de

de de de Corre�c~ao

Co ordenadas Deslo camen to Con verg ência de Escala

m sm;i jA0 j K m (n ! 1 )

0 0; 1; 2; 3; 4; � � � ; i; � � � 2,0 1,0

2.5 Fun�c~oes CORDIC

Para qualquer implementa�c~ao CORDIC, �e necess�ario conhecero sistemade

coordenadas(circular, linear ou hiperb�olico), o modo de opera�c~ao e a seq•uência

de deslocamento. Com estestr êsgraus de liberdade,diferentes fun�c~oespodem ser

calculadasa partir de um vetor de entrada escolhido(x0; y0; z0).

Para um melhor entendimento, a tabela 2.5 mostra a permuta�c~ao das com-

bina�c~oesacima e as respectivas fun�c~oesobtidas em cadamodo de opera�c~ao.
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Tabela 2.5: Fun�c~oescalculadaspelo CORDIC

m Mo do de Op era�c~ao En trada Sa��da Fun�c~oes

1 rota�c~ao x0 = x xn = K 1(n) � (x cos� � ysen� ) tan

y0 = y yn = K 1(n) � (y cos� + xsen� ) sen

z0 = � zn = 0 cos

x0 = 1
K 1 (n ) xn = cos� csc

y0 = 0 yn = sen� sec

z0 = � zn = 0

1 vetoriza�c~ao x0 = x xn = K 1(n) � sign(x0) �
p

x2 + y2 atan

y0 = y yn = 0

z0 = � zn = � + tan � 1( y
x )

0 rota�c~ao x0 = x xn = x multiplica�c~ao

y0 = y yn = y + x � z soma

z0 = z zn = 0

0 vetoriza�c~ao x0 = x xn = x divis~ao

y0 = y yn = 0

z0 = z zn = z + y
x

-1 rota�c~ao x0 = x xn = K � 1(n) � (x cosh� + ysenh� ) tanh

y0 = y xn = K � 1(n) � (y cosh� + xsenh� ) senh

z0 = � zn = 0 cosh

x0 = 1
K � 1 (n ) xn = cosh� exp

y0 = 0 yn = senh�

z0 = � zn = 0

-1 vetoriza�c~ao x0 = x xn = K � 1(n) � sign(x0) �
p

x2 � y2 atanh

y0 = y yn = 0 sqrt

z0 = � zn = � + tanh � 1( y
x ) ln

Um exemploda utiliza�c~ao da tabelaacima�e a implementa�c~ao da fun�c~ao seno

CORDIC. A fun�c~ao senopode serobtida no sistemade coordenadascircular, modo

Z-Reduction com o vetor de entrada sendo(x0 = 1
K 1(n) ; y0 = 0; z0 = � ). Supondo

� = 68� , com 5 bits de precis~ao, temosa seq•uênciade rota�c~oesa seguir:
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Tabela 2.6: Exemplo das itera�c~oesCORDIC para o c�alculo do senode 68�

Itera� c~ao En trada Sa��da Par âmetros CORDIC

1 x0 = 1 x1 = 0:7071 � 1 = 45�

y0 = 0 y1 = 0:7071 K 1 = 1; 4142

z0 = 68� z1 = 23� � 1 = +1

2 x1 = 0:7071 x2 = 0:3162 � 2 = 26:5�

y1 = 0:7071 y2 = 0:9487 K 2 = 1:1180

z1 = 23� z2 = � 3:5� � 2 = +1

3 x2 = 0:3162 x3 = 0:5369 � 3 = 14�

y2 = 0:9487 y3 = 0:8437 K 3 = 1:0308

z2 = � 3:5� z3 = 10:5� � 3 = � 1

4 x3 = 0:5369 x4 = 0:4281 � 4 = 7�

y3 = 0:8437 y4 = 0:9037 K 4 = 1:0078

z3 = 10:5� z4 = 3:3� � 4 = +1

5 x4 = 0:4281 x5 = 0:3709 � 5 = 3:5�

y4 = 0:9037 y5 = 0:9287 K 5 = 1:0020

z4 = 3:3� z5 = � 0:2� � 5 = +1

Figura 2.7: Trajet�oria das rota�c~oesCORDIC no c�alculo do senode 68� .
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A Figura 2.7 mostra a tra jet�oria das rota�c~oesCORDIC no c�alculo do seno

de 68� . A vari�avel z, iniciada com � = 68� , convergepara o valor 0, ou seja,atinge

o ângulo desejado.O valor do senopode ser visto na vari�avel y, que est�a ilustrada

sema aplica�c~ao do Fator de Corre�c~ao de Escala,dando ênfasenas imperfei�c~oesdo

algoritmo CORDIC.

2.6 Fator de Corre�c~ao de Escala

Como podemosobservar nas Tabelas2.3 e 2.5, quandoo sistemade coorde-

nadas�e circular ou hiperb�olico �e necess�ario corrigir a sa��da das vari�aveis x e y do

vetor para que sejaposs��vel obter o resultado esperado. Isto ocorre porque a cada

itera�c~ao CORDIC essasvari�aveis sofrem uma expans~ao n~ao uniforme. Vejamoso

exemploquandom = 1, em que:

8
<

:

xn = K 1(n) � (x cos� � ysen� )

yn = K 1(n) � (y cos� + xsen� )
(2.21)

O valor de xn e yn est�a multiplicado por K 1(n) (vide equa�c~ao (2.11)). Para

seobter o valor correto dasvari�aveisdesejadas�e precisomultiplic�a-laspor um Fator

de Corre�c~ao de Escala, sendoK F CE = 1
K 1(n) . Nestecaso:

8
<

:

xn = K F CE � K 1(n) � (x cos� � ysen� )

yn = K F CE � K 1(n) � (y cos� + xsen� )
(2.22)

O fator de corre�c~ao depende do sistemade coordenadase da seq•uência de

deslocamento, podendo ser pr�e-calculadoantes das itera�c~oesCORDIC para ser u-

sadodiretamente comoentrada, evitando multiplica�c~oesescalaresa posteriori.

Numa primeira an�alise,o fator decorre�c~aodeescalapoden~aosermotivo para

maiorespreocupa�c~oes,maspelo fato de requererpelo menosduasmultiplica�c~oesou

duas divis~oesno produto �nal, �e alvo de estudo por v�arios pesquisadoresque vi-

sam tornar o CORDIC cada vez mais r�apido. Como exemplo, h�a os m�etodos de

Multiplica�c~ao Constante do Fator [10], de Passosde Normaliza�c~ao [11], de Itera�c~oes
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Repetidas e de Itera�c~oesCompensadas[12], dentre outros. Neste trabalho, todas

as simula�c~oesforam baseadasna Multiplica�c~ao Constante do Fator, que �e a carac-

ter��stica de usar o fator na entrada do vetor (x; y)T .

2.7 Acur �acia do Algoritmo

Atrav�esde n rota�c~oesde ângulos�xos um dado ângulo A0 �e calculado,com

a incertezade seraproximado por um erro � � � � m;n � 1. Mesmosetodasasoutras

fontes de erro forem desprezadas,a acur�acia �e limitada em magnitude pelo �ultimo

ângulo de rota�c~ao � m;n � 1. �A medida que n aumenta, aproximadamente sm;n � 1

d��gitos de acur�acia s~ao obtidos desdeque sm;n � 1 represente o �ultimo n�umero da

seq•uência de deslocamento. Portanto, para uma acur�acia de W bits, o n�umero de

itera�c~oesdeve ser escolhidotal que sm;n � 1 = W.

Uma segundafonte de erro ocorre devido �a precis~ao �nita das vari�aveis en-

volvidas, sejanuma implementa�c~ao de ponto �xo ou numa implementa�c~ao de ponto


utuan te. DadosW bits deentrada ao tamanhoda palavra (ponto �xo), aumentado

por G bits de guarda do bit mais signi�cativ o (MSB) e C bits de guarda para o bit

menossigni�cativ o (LSB) [9]. Os bits de guarda MSB s~ao necess�arios no sistema

circular (m = 1), pois o fator de corre�c~ao de escala�e maior que 1. J�a os bits de

guarda LSB s~ao necess�arios devido aoseventuais errosde aproxima�c~ao � � .

A acur�acia do CORDIC foi a principal motiva�c~ao de sua empregabilidade

nestetrabalho, pois permite quealgunsresultadossejamalcan�cadoscom opera�c~oes

e c�alculos matem�aticos simpli�cados. Aplica�c~oesde �algebra linear, assimcomo na

�areade comunica�c~oesm�oveisondeo processamento nasesta�c~oesr�adio-basedeman-

dam cada vez mais velocidade e e�ci ência, s~ao exemplospotenciaspara o uso do

algoritmo. Atrav�esde suastransforma�c~oes,c�alculoscomputacionaisque envolvam

matrizes/vetores de ordem consider�avel podem ser simpli�cados. Como uma cal-

culadora \cl�assica",opera�c~oesmatem�aticas podem seraproximadascom CORDIC,

comprecis~aoescolhidapelopr�oprio usu�ario. �E por isto queo CORDIC foi explorado

ao longo destatese.
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2.8 Implemen ta�c~ao: CORDIC no Matlab

Todasasfun�c~oesCORDIC demonstradasna Tabela2.5foram implementadas

no Matlab, respeitando o sistemade coordenadase o modo de opera�c~ao correspon-

dente.

Para comprovar o funcionamento da implementa�c~ao,o fator decorre�c~aodees-

calaeo ângulototal rotacionado(parâmetrosdo CORDIC) podemsersa��dasdecada

fun�c~ao, o que permite ao �nal da execu�c~ao uma r�apida veri�ca�c~ao da converĝencia

do algoritmo. O comandohelp [fun�c~ao] pode ser usado �a vontade, facilitando a

simula�c~ao.

Conforme explicado na Se�c~ao 2.4, cada fun�c~ao tem a sua regi~ao de con-

verĝencia,que determina a faixa de opera�c~ao do algoritmo. Esta desvantagem apa-

rente do CORDIC n~ao tira a suaimportância,pois osvetoresde entrada podemser

normalizados.

Os esquemasde controle de converĝencia � i para cada modo de opera�c~ao

(ver equa�c~ao (2.7)) foram aplicadoscom o aux��lio de uma fun�c~ao criada a partir

da fun�c~ao sign, do Matlab. Esta n~ao atende aos requisitos necess�arios por fazer

sign(0) = 0. A solu�c~ao foi adaptar a fun�c~ao j�a existente chamando-ade bsign,

que faz sign(0) = 1. A fun�c~ao bsign foi empregadaem todas as fun�c~oesCORDIC

implementadas.

Outro ponto importante para �xa�c~ao do conceito foi estudar o comporta-

mento de cadavari�avel dasfun�c~oesCORDIC criadas,atrav�esde gr�a�cos comparan-

do o resultadoobtido comn bits de precis~ao como resultadoobtido pelo Matlab. A

regi~ao de converĝenciade cada fun�c~ao, crucial para correta aplica�c~ao do CORDIC,

tamb�em pode ser melhor observada atrav�es destesgr�a�cos. Cada gr�a�co possuio

modelo de distribui�c~ao abaixo:
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Figura 2.8: Modelo dosgr�a�cos

Osgr�a�cos ilustram o comportamento dasvari�aveisx, y, z, x
y , y

x , e � i ao longo

das itera�c~oes,sendo� i o ângulo rotacionadona i-�esimaitera�c~ao CORDIC.

�E importante frisar que as vari�aveis x e y est~ao re
etidas nos gr�a�cos ap�os

sofrerema corre�c~ao do fator de escala( 1
K n

), no casodos sistemasde coordenadas

circularese hiperb�olicos. Como sugest~ao, �e importante acompanhara an�alise dos

gr�a�cos em conjunto com a Tabela 2.5. H�a de se ressaltar que os gr�a�cos das

vari�aveis x
y e y

x s�o ter~ao utilidade para as fun�c~oestangente e tangente hiperb�olica,

sendoexcessode informa�c~ao para as demaisfun�c~oes. Somente no casoespecial das

fun�c~oessecante e cossecante osgr�a�cos dasvari�aveis x
y e y

x ser~ao substitu��dos por 1
x

e 1
y .

2.8.1 Fun�c~ao Tangente Cordic ( tan c)

A fun�c~ao tangente cordic �e obtida com o sistema de coordenadascircular

(m = 1), no modo de opera�c~ao Z-Reduction.

No gr�a�co a seguirpodemosver a tangente cordic de1 radianocom20bits de

precis~ao. Seuresultado�e 1; 5574,exatamente o mesmoresultadoda fun�c~ao tangente

do Matlab, como podemosobservar na posi�c~ao da vari�avel y
x . Conforme esperado

(ver Tabela 2.3), o seu sistema de coordenadase sua seq•uência de deslocamento

determinam K n = 1; 6468e jA0j = 1; 74. A acur�acia desta implementa�c~ao �e de 20

24



bits.

Podemosacompanhara redu�c~aoda vari�avel z emcadaitera�c~ao,at�eseaproxi-

mar do valor limite de zero(Z-Reduction). Isto mostra a converĝenciado algoritmo,

queno casodestafun�c~ao pode seraplicadopara qualquer ânguloem radianos,uma

vez que o maior ângulo de rota�c~ao poss��vel devido �a seq•uência de deslocamento �e

jA0j = 1; 74, cobrindo todo o primeiro quadrante.

Notamosainda que a vari�avel � i vai tendendoa zero com o andamento das

rota�c~oes,sendouma seq•uência �xa para cada sistemade coordenadas. O gr�a�co

destavari�avel repetir-se-�a em todas as fun�c~oesobtidas atrav�esdo sistemade coor-

denadascircular.

Figura 2.9: Tangente Cordic
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Figura 2.10: Gr�a�co da fun�c~ao Tangente Cordic

2.8.2 Fun�c~ao Tangente In versa Cordic (atan c)

A fun�c~ao tangente inversacordic tamb�em �e obtida com o sistemade coorde-

nadascircular (m = 1), masno modo de opera�c~ao Y-Reduction.

No gr�a�co da vari�avel z abaixo podemosver a tangente inversacordic de 1

radiano com 20 bits de precis~ao.

A cadaitera�c~ao �e poss��vel acompanhara redu�c~ao da vari�avel y, at�e atingir o

valor limite de zero(Y-Reduction).
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Figura 2.11: Tangente InversaCordic
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Figura 2.12: Gr�a�co da fun�c~ao Tangente InversaCordic
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2.8.3 Fun�c~ao Cosseno Cordic (cos c)

A fun�c~ao cossenocordic �e obtida com o sistema de coordenadascircular

(m = 1), no modo de opera�c~ao Z-Reduction.

No gr�a�co a seguirpodemosver o cossenocordic de 1 radiano com20 bits de

precis~ao, como observamosna posi�c~ao da vari�avel x (o fator de corre�c~ao de escala
1

K n
foi aplicadoa cada itera�c~ao).

Figura 2.13: CossenoCordic
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Figura 2.14: Gr�a�co da fun�c~ao CossenoCordic

2.8.4 Fun�c~ao Seno Cordic (sin c)

A fun�c~aosenocordic�eobtida como sistemadecoordenadascircular (m = 1),

no modo de opera�c~ao Z-Reduction.

A Figura 2.14 geradapara o cossenocordic �e o mesmogr�a�co geradopara

a fun�c~ao senocordic, no casode 1 radiano com 20 bits de precis~ao, mas a vari�avel

de interesseagora�e a vari�avel y (o fator de corre�c~ao de escala 1
K n

foi multiplicado a

cadaitera�c~ao).
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Figura 2.15: SenoCordic

2.8.5 Fun�c~ao Secante Cordic (sec c)

A fun�c~ao secante cordic �eobtida como sistemadecoordenadascircular (m =

1), no modo de opera�c~ao Z-Reduction.

No gr�a�co abaixo podemosver a secante cordic de 1 radiano com 20 bits de

precis~ao, na posi�c~ao da vari�avel 1
x (j�a com a multiplica�c~ao do fator de corre�c~ao de

escala).

Figura 2.16: Secante Cordic
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Figura 2.17: Gr�a�co da fun�c~ao Secante Cordic

2.8.6 Fun�c~ao Cossecante Cordic (csc c)

A fun�c~ao cossecante cordic �e obtida com o sistemade coordenadascircular

(m = 1), no modo de opera�c~ao Z-Reduction.

No gr�a�co acima(Figura 2.17,mesmageradaparaa secante cordic), podemos

ver a cossecante cordic de 1 radiano com 20 bits de precis~ao na posi�c~ao da vari�avel
1
y , com o fator de corre�c~ao de escalaj�a aplicado.
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Figura 2.18: Cossecante Cordic

2.8.7 Fun�c~ao Soma Cordic (soma c)

A fun�c~ao somacordic �e obtida como sistemade coordenadaslinear (m = 0),

no modo de opera�c~ao Z-Reduction.

No gr�a�co a seguir,podemosver a somacordic de 13 unidadescom 127uni-

dadescom20bits de precis~ao, comoobservamosna posi�c~ao da vari�avel y. Conforme

esperado (ver Tabela 2.3), o seusistemade coordenadase sua seq•uência de deslo-

camento determinam K n = 1 e jA0j = 2. A acur�acia desta implementa�c~ao �e de

2� 20.

O algoritmo convergepara somade quaisquern�umerosreais. Isto porque a

vari�avel z0 na entrada da fun�c~ao foi pr�e-determinadaa ser sempre1 (ver Tabela

2.5).

A vari�avel zn convergea 0, devidoaomodo deopera�c~aoCORDIC sero modo

Z-Reduction.

Notamosaindaquea vari�avel � i assumeumaseq•uênciadeângulosderota�c~oes

diferentes dos apresentados nas fun�c~oescom sistemade coordenadascircular. Este

gr�a�co repetir-se-�a sempreque o sistemade coordenadasfor linear.
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Figura 2.19: SomaCordic
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Figura 2.20: Gr�a�co da fun�c~ao SomaCordic

2.8.8 Fun�c~ao Multiplica� c~ao Cordic (mul t c)

A fun�c~ao multiplica�c~ao cordic �e obtida com o sistemade coordenadaslinear

(m = 0), no modo de opera�c~ao Z-Reduction.

33



No gr�a�co a seguir,podemosver a multiplica�c~ao cordic de 13 unidadescom

1,3unidadescom20bits deprecis~ao,comoobservamosna posi�c~aoda vari�avel y. Esta

vari�avel �e iniciada com o valor 0 (y0 = 0) e armazenao valor �nal da multiplica�c~ao

de x por z.

O algoritmo converge para multiplica�c~ao de quaisquern�umerosreais desde

quez � 2. Isto porqueo maior ângulo de rota�c~ao do algoritmo (A0) possuivalor 2,

que�e o valor m�aximo quepode assumira vari�avel de entrada z0, devido �a seq•uência

de deslocamento.

Figura 2.21: Multiplica�c~ao Cordic
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Figura 2.22: Gr�a�co da fun�c~ao Multiplica�c~ao Cordic

2.8.9 Fun�c~ao Divis ~ao Cordic (div c)

A fun�c~aodivis~aocordic�eobtida como sistemadecoordenadaslinear (m = 0),

no modo de opera�c~ao Y-Reduction.

No pr�oximo gr�a�co, podemosver a divis~ao cordic de 13 unidades com 7

unidadescom 20 bits de precis~ao, comoobservamosna posi�c~ao da vari�avel z. Esta

vari�avel �e iniciada com o valor 0 (z0 = 0) e armazenao valor �nal da divis~ao de y

por x.

O algoritmo converge para divis~ao de quaisquer n�umeros reais desdeque

y � x � 2. Isto porque o maior ângulo de rota�c~ao do algoritmo (A0) possui valor

2, para satisfazera segundacondi�c~ao de converĝencia do CORDIC como visto na

equa�c~ao (2.19).
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Figura 2.23: Divis~ao Cordic
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Figura 2.24: Gr�a�co da fun�c~ao Divis~ao Cordic

2.8.10 Fun�c~ao Tangente Hip erb�olica Cordic ( tanh c)

A fun�c~ao tangente hiperb�olica cordic �e obtida com o sistemade coordenadas

hiperb�olico (m = � 1), no modo de opera�c~ao Z-Reduction.
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No gr�a�co a seguir, podemosver a tangente cordic de 1 radiano com 20

bits de precis~ao, como observamos na posi�c~ao da vari�avel y
x . Conforme esperado

(ver Tabela 2.3), o seu sistema de coordenadase sua seq•uência de deslocamento

determinam K n = 0; 8282e jA0j = 1; 1182. A acur�acia desta implementa�c~ao �e de

2� 20.

Podemosacompanhara redu�c~ao da vari�avel z a cada itera�c~ao, at�e atingir o

valor limite de zero(Z-Reduction). Isto mostra a converĝenciado algoritmo, queno

casodesta fun�c~ao, pode ser aplicado para qualquer ângulo em radianos menor do

que1,1181,uma vezqueo maior ângulode rota�c~ao poss��vel dado pela seq•uênciade

deslocamento �e jA0j = 1; 1182.

Ainda percebemosque a vari�avel � i vai tendendoa zero com o andamento

dasrota�c~oes,sendouma seq•uência�xa para cadasistemadecoordenadas.O gr�a�co

destavari�avel repetir-se-�a em todasas fun�c~oesque forem coordenadashiperb�olicas.

Figura 2.25: Tangente Hiperb�olica Cordic
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Figura 2.26: Gr�a�co da fun�c~ao Tangente Hiperb�olica Cordic

2.8.11 Fun�c~ao Tangente In versa Hip erb�olica Cordic (atanh c)

A fun�c~ao tangente inversahiperb�olica cordic �e obtida com o sistemade co-

ordenadashiperb�olico (m = � 1), no modo de opera�c~ao Y-Reduction.

No gr�a�co a seguir,podemosver a tangente inversahiperb�olica cordic de 0,7

radiano com 20 bits de precis~ao, conformeobservado na posi�c~ao da vari�avel z. A

entrada z0 foi iniciada como valor zero,para queo resultadosejaobtido diretamente

do valor �nal de zn (ver Tabela 2.5).

Nestecaso,o algoritmo convergepara � � 0; 8069,porque o arco cuja tan-

gente hiperb�olica �e0,8069�earco1,1182radianos,que�eo A0 m�aximo deconverĝencia

dada pela seq•uênciade deslocamento.
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Figura 2.27: Tangente InversaHiperb�olica Cordic
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Figura 2.28: Gr�a�co da fun�c~ao Tangente InversaHiperb�olica Cordic

2.8.12 Fun�c~ao Cosseno Hip erb�olico Cordic (cosh c)

A fun�c~ao cossenohiperb�olico cordic �e obtida com o sistemade coordenadas

hiperb�olico (m = � 1), no modo de opera�c~ao Z-Reduction.
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No gr�a�co a seguir, podemosver o cossenohiperb�olico cordic de 1 radiano

com 20 bits de precis~ao, comoobservamosna posi�c~ao da vari�avel x (j�a multiplicada

pelo fator de corre�c~ao de escala).

Figura 2.29: CossenoHiperb�olico Cordic
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Figura 2.30: Gr�a�co da fun�c~ao CossenoHiperb�olico Cordic
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2.8.13 Fun�c~ao Seno Hip erb�olico Cordic (sinh c)

A fun�c~ao seno hiperb�olico cordic �e obtida com o sistema de coordenadas

hiperb�olico (m = � 1), no modo de opera�c~ao Z-Reduction.

Na Figura 2.30 podemosver o senohiperb�olico cordic de 1 radiano com 20

bits de precis~ao na posi�c~ao da vari�avel y.

Figura 2.31: SenoHiperb�olico Cordic

2.8.14 Fun�c~ao Raiz Quadrada Cordic (sqr t c)

A fun�c~ao raiz quadrada cordic �e obtida com o sistema de coordenadas

hiperb�olico (m = � 1), no modo de opera�c~ao Y-Reduction.

No pr�oximo gr�a�co, podemosver a raiz quadradacordic de 1,2unidadescom

20 bits de precis~ao, comoobservamosna posi�c~ao da vari�avel x (o fator de corre�c~ao

de escalafoi multiplicado a cada itera�c~ao). As vari�aveis x e y s~ao iniciadas com os

valoresx = � + 1
4 e y = � � 1

4, sendo� o valor desejadopara c�alculo da raiz (ver

Tabela 2.5).

Neste caso, o algoritmo converge para � � 2; 3816, devido �a inequa�c~ao

atanh( y
x ) � 1; 1182, que �e o A0 m�aximo de converĝencia dada pela seq•uência de

deslocamento.
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Figura 2.32: Raiz QuadradaCordic

0 20 40
0

0.5

1

1.5

X(J)
0 20 40

�0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

Y(J)
0 20 40

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Z(J)

0 10 20 30
�4

�2

0

2

4

6

8

10
x 10

5

X (J) / Y (J)
0 10 20 30

�0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Y (J) / X (J)
0 10 20

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

ALFA(J)

Figura 2.33: Gr�a�co da fun�c~ao Raiz QuadradaCordic

2.8.15 Fun�c~ao Exp onencial Cordic (exp c)

A fun�c~ao exponencial cordic �e obtida com o sistema de coordenadashi-

perb�olico (m = � 1), no modo de opera�c~ao Z-Reduction.
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A fun�c~ao exponencial �e dada pela somado senohiperb�olico com o cosseno

hiperb�olico, ou seja,pela somadasvari�aveisx e y. No gr�a�co abaixopodemosver a

exponencialcordic de 1 unidadecom20 bits de precis~ao, mostradana posi�c~ao x + y.

Nesta fun�c~ao, as vari�aveis x, y e z s~ao iniciadas com os valoresx = 1, y = 0

e z = � , sendo � o n�umero desejadopara c�alculo do exponencial. O algoritmo

convergepara qualquern�umeroreal menordo que1,1181,devidoao m�aximo ângulo

de rota�c~ao.

Figura 2.34: ExponencialCordic
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Figura 2.35: Gr�a�co da fun�c~ao ExponencialCordic

2.8.16 Fun�c~ao Logaritmo Nep eriano Cordic ( ln c)

A fun�c~ao logaritmo neperiano cordic �e obtida com o sistemade coordenadas

hiperb�olico (m = � 1), no modo de opera�c~ao Y-Reduction.

No gr�a�co a seguirpodemosver o logaritmo neperiano cordic de 9 unidades

com 20 bits de precis~ao, na posi�c~ao da vari�avel z, multiplicada por 2. Isto porque

o logaritmo neperiano �e igual a 2 � tanh � 1( y
x ), sendox = z + 1 e y = z � 1 (ver

Tabela 2.5).

O algoritmo convergepara qualquer n�umero real menor do que 9,3, devido

�a inequa�c~ao atanh( y
x ) � 1; 1182, que �e o A0 m�aximo de converĝencia dada pela

seq•uência de deslocamento. Neste caso, as vari�aveis x e y s~ao iniciadas com os

valoresx = � + 1 e y = � � 1, sendo� o n�umerodesejadopara c�alculo do logaritmo.

44



Figura 2.36: Logaritmo Neperiano Cordic
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Figura 2.37: Gr�a�co da fun�c~ao Logaritmo Neperiano Cordic
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2.9 Resultados

As implementa�c~oesdas16 fun�c~oesforam importantes para o correto entendi-

mento do algoritmo, desuaspeculiaridadesedesuasimperfei�c~oes.Garantir a regi~ao

de converĝencia �e uma condi�c~ao necess�aria para uso do Cordic, sendoa escolhade

uma seq•uênciade deslocamento pe�ca chave nestasolu�c~ao.

Com uma gama de opera�c~oesCORDIC �a disposi�c~ao, h�a diversasmaneiras

poss��veis para prover precis~ao �nita de n bits a uma aplica�c~ao desejada.
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Cap��tulo 3

Decomp osi�c~ao em Valores

Singulares

3.1 In tro du�c~ao

A decomposi�c~ao em valoressingularespode ser aplicada a qualquer matriz

2 Cm� n , possuindodiversasaplica�c~oes nas �areas de processamento de imagens,

c�alculo e redu�c~ao do posto de uma matriz, para decomposi�c~ao em coordenadas

polarese mesmopara c�alculo dosm��nimos quadrados,sendouma dast�ecnicasmais

usadasna decomposi�c~ao de matrizes ao lado da fatora�c~ao LU e da fatora�c~ao QR.

3.2 Conceito de SVD

A decomposi�c~ao dosvaloressingularesdeuma matriz M 2 Cm� n �edadapor:

M = U � � � V H (3.1)

SendoU 2 Cm� m e V 2 Cn� n s~ao matrizes unit�arias e � 2 Rm� n �e uma

matriz diagonaln~ao negativa.

Observando a equa�c~ao (3.1), vemosa semelhan�ca entre a decomposi�c~ao SVD

e a decomposi�c~ao espectral (autovalor-autovetor) de uma matriz sim�etrica M =

Q � � � QT [13]. A rela�c~ao entre elas�e analisadada seguinte forma: na decomposi�c~ao
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espectral, os autovaloresde M formam a matriz diagonal �, pois eless~ao os seus

elementos n~ao nulos. A matriz Q �e ortogonal (Q � QT = I ), e os autovetores de

uma matriz sim�etrica podem ser transformadosem autovetores ortonormais. No

casoda SVD, a matriz diagonal real n~ao negativa � �e formada pelosseusvalores

singulares,ordenadosem forma decrescente. As matrizes U e V s~ao formadaspor

vetoresortonormais.

Outra propriedade da SVD �e a visualiza�c~ao imediata do posto da matriz

decomposta, tornando a SVD muito atrativa dentro da �algebra linear. Isto porque

muitas propriedadesna �algebralinear s�o s~aov�alidassea matriz tiver postocompleto.

O postodeuma matriz qualquerM �eigual aon�umerodevaloressingularesdiferentes

de 0. Os valoressingulares� i s~ao ordenadosde forma decrescente tal que:

� 1 � � 2 � � 3 � : : : � � r > 0; onder = Posto (M)

Para calcular a SVD de uma matriz quadrada ou retangular, o primeiro

passodo algoritmo da SVD �e multiplicar M M T e M T M . As colunas de U 2

Cm� m s~ao autovetoresde M M T , e as colunas de V 2 Cn� n s~ao autovetores de

M T M . Os r valores singularesna diagonal de � 2 Rm� n s~ao ra��zes quadradas

de autovaloresn~ao nulos de M M T e M T M . O resultado da decomposi�c~ao resulta

nasmatrizesU, � e V dispostascomo:

U = [u1, u2 , ... , um ] , � = diag [� 1, � 2 , ... , � n ] , e V = [v1, v2 , ... , vm ]

Outra caracter��stica importante daSVD �eo fato dealgumasnormasteremseu

c�alculo diretamente interligado com os valoressingulares,como�e o casoda Norma

de Frobeniuse a norma-2. Pode-seobter o resultado destasnormasconhecendoos

valoressingulares,comoest�a explicitado a seguir:

kM k2
F = � 2

1 + : : : + � 2
p p = min f m; ng (3.2)

kM k2 = � 1 (3.3)
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A complexidadeda SVD est�a no m�etodo de diagonaliza�c~ao da matriz. Uma

matriz �ediagonaliz�avel seseusautovetoress~aolinearmente independentes. No desen-

volvimento destatese,trabalhamoscomo algoritmo deJacobipara a computa�c~aoda

SVD, um dosprimeiros m�etodosqueapareceramna literatura. O m�etodo de Jacobi

�e bem interessanteporqueeletem acur�acia superior dentro de certascircunstâncias

e pode ser utilizado com computa�c~ao paralela. Al�em dos m�etodos de Jacobi para

computa�c~ao da SVD, h�a ainda osm�etodosde Golub-Kahan SVD, o Golub-Reinsch

SVD e o R-SVD, al�em da implementa�c~ao da GSVD [1].

3.3 M �eto dos de Jacobi

Os m�etodosde Jacobi realizamuma seq•uênciade rota�c~oespara diagonalizar

uma matriz sim�etrica e quadradaM 2 Rn� n , com a propriedadede que cadanova

matriz M 0 seja\ mais diagonal" que a matriz M predecessora(M 0 = J T M J).

Ap�os as rota�c~oes ortogonais, o resultado da norma dos elementos da

n~ao-diagonal(tamb�em chamadade \ o�-diagonal ") �e pequenoo su�ciente para ser

desprezada.

of f (M ) =

vu
u
u
t

nX

i =1

nX

j =1
j 6= i

m2
ij (3.4)

A rota�c~ao respons�avel por diagonalizar a matriz sim�etrica �e chamada de

rota�c~ao de Jacobi. A denomina�c~ao J (p, q, � ) �e dada para uma rota�c~ao de Jacobi

de ângulo � no plano (p, q), sendodeterminadapelo algoritmo a seguir:

8
>>><

>>>:

j ii = 1; 8(i 6= p;q)

j pp = cos�; j pq = sen�

j qp = � sen�; j qq = cos�

Para todosoutros, j ij = 0 (3.5)

A forma matricial da rota�c~ao de Jacobi J pode ser vista abaixo:
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J (p;q; � ) =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

1 � � � 0 � � � 0 � � � 0
...

. . .
...

...
...

0 � � � cos � � � sen � � � 0
...

...
. . .

...
...

0 � � � � sen � � � cos � � � 0
...

...
...

. . .
...

0 � � � 0 � � � 0 � � � 1

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

p

q

p q

(3.6)

Podemosobservar que as rota�c~oesde Givensn~ao s~ao diferentes das rota�c~oes

de Jacobi.

Para calcular o autovalor de Jacobi, �e necess�ario escolherum par de��ndices

(p, q) que satisfa�ca 1 � p < q � n, e formar um par de cosseno-seno(cos,sen)tal

que:

2

4
m`

pp m`
pq

m`
qp m`

qq

3

5 =

2

4
cos sen

� sen cos

3

5

T

�

2

4
mpp mpq

mqp mqq

3

5 �

2

4
cos sen

� sen cos

3

5 (3.7)

O m�etodo secompletaatualizando M sucessivamente da forma:

M 0 = J T � M � J; ondeJ = J (p;q; � ) (3.8)

Ap�oscadarota�c~ao�e necess�ario veri�car sea norma deFrobenius foi mantida.

A norma de Frobeniusde uma matriz qualquer�e dada pela f�ormula:

kAkF =

vu
u
t

mX

i =1

nX

j =1

jaij j2 (3.9)
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Portanto, seobservarmos a norma de Frobenius da matriz M
0
, veremosque

�e preservada pelastransforma�c~oesortogonaisfeitas em M, tal que:

of f (M 0)2 = of f (M )2 � 2m2
pq (3.10)

Isto mostraporqueo m�etodo deJacobivai seaproximando da forma diagonal

a cadapassode Jacobi.

A resolu�c~ao da equa�c~ao (3.7) tamb�em �e conhecidacomo Decomposi�c~ao de

Shur, pois determinar�a a matriz de Givensdo par �otimo (p, q).

Antes de entrar no m�erito da escolhado par �otimo (p, q), a Decomposi�c~ao

de Schur ser�a abordada de forma mais detalhada.

3.3.1 Decomp osi�c~ao de Schur

O par (cos, sen) na equa�c~ao (3.7) �e determinado por uma decomposi�c~ao de

Schur da matriz sim�etrica M tal que M
0

= J (p;q; � )T � M � J (p;q; � ). O fato de

diagonalizara matriz M faz com que:

0 = m
0

pq = m
0

qp = mpq
�
cos2 � sen2

�
+ (mpp � mqq) cos� sen (3.11)

Sempq = 0, ent~ao o par (cos, sen) = (1,0). No casode mpq 6= 0, de�nimos

uma vari�avel auxiliar � igual a:

� =
mqq � mpp

2mpq
(3.12)

Reescrevendo as equa�c~oes(3.11) e (3.12) em fun�c~ao de t = tan(� ), tem-se

comoresultado uma equa�c~ao de segundograu, tal que:

t2 + 2� � t � 1 = 0 (3.13)
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Ou seja,a escolhado par (cos,sen)dependeda escolhade t tal quea norma

de Frobenius da diferen�ca entre M
0
eM (kM

0
� M kF )) sejamenor poss��vel.

3.3.2 M �eto do Cl �assico de Jacobi

Como foi mencionadoanteriormente, as rota�c~oesde Jacobi apenasalteram

as linhas e as colunasp e q. Mas como escolhero par p e q a �m de otimizar a

decomposi�c~ao de Schur?

Pensandoconformea equa�c~ao (3.10), do ponto de vista da redu�c~ao da norma

doselementos da n~ao-diagonalda matriz M - o�(M) - faz sentido a escolhado par

(p, q) tal que (mpq)2 sejam�aximo. Essa�e a id�eia do algoritmo cl�assicode Jacobi.

Algumasvertentesdo m�etodo cl�assicodeJacobi,mascommenoscomplexida-

de na buscapelo par (p, q) s~ao osm�etodos\ Cyclic-by-Row" e \ Cyclic-by-Column".

3.3.3 Algoritmos Cyclic-b y-Ro w e Cyclic-b y-Column

O problema do m�etodo Cl�assicode Jacobi descrito anteriormente �e que a

atualiza�c~ao da matriz tem complexidadeO(n) enquanto que a busca por um par

�otimo (p, q) envolve O(n2). Uma maneira de minimizar este problema seria es-

colher um par qualquer (i, j) atrav�es de dois algoritmos: o \ cyclic-by-row" e o

\ cyclic-by-column". Estesm�etodos c��clicos de Jacobi convergemquadraticamente,

e como elesn~ao requerembuscano c�alculo da n~ao-diagonal, eless~ao considerados

mais r�apidosque o algoritmo de Jacobi original.

O algoritmo cyclic-by-row est�a exempli�cado a seguir:

(i0; j 0) = (1; 2) ;

(i k+1 ; j k+1 ) =

8
>>><

>>>:

(i k ; j k+1 ) ; ) sei k < n � 1; j k < n;

(i k + 1; i k + 2) ; ) sei k < n � 1; j k = n;

(1; 2) ; ) sei k = n � 1; j k = n;

(3.14)
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Exempli�cando o casode n = 4, o par escolhidoseria:

(p;q) = (1; 2); (1; 3); (1; 4); (2; 3); (2; 4); (3; 4); : : :

No casodo algoritmo cyclic-by-column, a escolhado par �e feita da seguinte

maneira:

(i0; j 0) = (1; 2) ;

(i k+1 ; j k+1 ) =

8
>>><

>>>:

(i k + 1; j k) ; ) sei k < j k � 1; j k � n;

(1; j k + 1) ; ) sei k = j k � 1; j k < n;

(1; 2) ; ) sei k = n � 1; j k = n;

(3.15)

3.4 Implemen ta�c~ao: SVD pelo M �eto do de Jacobi

no Matlab

Para implementa�c~ao da SVD pelo M�etodo de Jacobi, foram criadas4 fun�c~oes

no Matlab, ea fun�c~aoprincipal �ea fun�c~ao\ svd j.m ". Esta fun�c~aoexecutaoutrastr ês

fun�c~oesauxiliares e seuc�odigo est�a descrito em fun�c~ao do algoritmo cyclic-by-row

para determina�c~ao do par �otimo (p, q). As outras fun�c~oescalculama decomposi�c~ao

de Schur, a matriz de rota�c~ao de Jacobi e calculam a n~ao-diagonalseguindopasso

a passoa teoria de Jacobi elucidadanassess~oesanteriores.

As fun�c~oesimplementadas no Matlab para o c�alculo da SVD foram:

� svd j.m � ! Fun�c~aoprincipal, respons�avel por ordenaremordemdecrescente

os valoressingularesda matriz � e seusrespectivos autovetoresnas matrizes

unit�arias U e V. Tem como valor de entrada uma matriz sim�etrica real, e

retorna as matrizes �, U e V.

� schur2 � 2.m � ! Fun�c~ao querealizaa decomposi�c~ao de Schur, determinando

o cossenoe o senoda rota�c~ao de Jacobi a ser aplicada na matriz desejada.

Tem como valoresde entrada a matriz sim�etrica e o par (p, q) determinado

pelo cyclic-by-row. Retorna os valoresdo senoe cosseno.
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� jacobimatrix.m � ! Fun�c~ao que prepara a matriz de rota�c~ao de Jacobi J.

Tem comovaloresde entrada o cossenoe o senoda matriz de Givens,a matriz

sim�etrica desejadaeo par �otimo (p, q). Retornaa matriz derota�c~aodeJacobi.

� o�.m � ! Fun�c~ao que calcula a norma dos elementos da n~ao-diagonal na

matriz desejada. Tem como valor de entrada a matriz sim�etrica e retorna o

valor da n~ao-diagonal.

Como visto na Se�c~ao 3.3, o M�etodo de Jacobi necessariamente tem que ser

aplicado a matrizes sim�etricas e quadradas. �E feito um teste na fun�c~ao \ svd j.m "

para veri�car estacondi�c~ao. Sea matriz de entrada n~ao for sim�etrica, a fun�c~ao re-

torna um texto contendoa mensagem:ERRO!!! A Matriz tem queserSIM �ETRICA .

Para comprovar o funcionamento da implementa�c~ao, a fun�c~ao \ svd j.m " �e

comparadacom a fun�c~ao svd.m, propriet�aria do Matlab. O comandohelp [fun�c~ao]

tamb�em pode ser usado, facilitando a simula�c~ao. A seguir est~ao os resultadosda

implementa�c~ao da SVD pelo m�etodo de Jacobi de matrizessim�etricas 3� 3 e 5� 5.

3.4.1 Exemplo com matriz 3 � 3

B =

2

6
6
6
4

� 1 � 2 � 3

� 2 � 4 � 2

� 3 � 2 � 8

3

7
7
7
5

(3.16)

Ao decompor a matriz B em seusvalores singularesusando a \ svd j.m ",

tem-se:

2

6
6
6
4

� 1 � 2 � 3

� 2 � 4 � 2

� 3 � 2 � 8

3

7
7
7
5

=

2

6
6
6
4

0; 3610 0; 1518 � 0; 9201

0; 3898 0; 8718 0; 2968

0; 8472 � 0; 4658 0; 2556

3

7
7
7
5

�

(3.17)

�

2

6
6
6
4

10; 1988 0 0

0 3; 2796 0

0 0 0; 4784

3

7
7
7
5

�

2

6
6
6
4

� 0; 3610 � 0; 1518 � 0; 9201

� 0; 3898 � 0; 8718 0; 2968

� 0; 8472 0; 4658 0; 2556

3

7
7
7
5

T

(3.18)
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O resultado da decomposi�c~ao pode ser comprovado de duasmaneiras,tanto

no c�alculo da fun�c~ao svd.m propriet�aria do Matlab ( que n~ao decomp~oe a matriz

pelo m�etodo de Jacobi), quanto pela prova natural da decomposi�c~ao, que �e a mul-

tiplica�c~ao dasmatrizesU � � � V , e resulta exatamente na matriz A original.

3.4.2 Exemplo com matriz 5 � 5

C =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

1 2 � 3 4 5

2 3 10 13 4

� 3 10 9 � 10 3

4 13 � 10 27 2

5 4 3 2 81

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

(3.19)

Ao decompor a matriz B em seusvalores singularesusando a \ svd j.m ",

tem-se:
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2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

1 2 � 3 4 5

2 3 10 13 4

� 3 10 9 � 10 3

4 13 � 10 27 2

5 4 3 2 81

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

=

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

� 0; 0640 � 0; 1398 0; 0865 0; 1289 � 0; 9758

� 0; 0653 � 0; 2906 � 0; 6056 � 0; 7305 � 0; 1043

� 0; 0405 0; 2647 � 0; 7868 0; 5552 � 0; 0316

� 0; 0490 � 0; 9067 � 0; 0443 0; 3762 0; 1789

� 0; 9938 0; 0620 0; 0685 � 0; 0015 0; 0622

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

�

�

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

81; 8061 0 0 0 0

0 34; 5651 0 0 0

0 0 16; 2034 0 0

0 0 0 11; 6391 0

0 0 0 0 0; 0646

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

�

�

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

� 0; 0640 � 0; 1398 0; 0865 � 0; 1289 � 0; 9758

� 0; 0653 � 0; 2906 � 0; 6056 0; 7305 � 0; 1043

� 0; 0405 0; 2647 � 0; 7868 � 0; 5552 � 0; 0316

� 0; 0490 � 0; 9067 � 0; 0443 � 0; 3762 0; 1789

� 0; 9938 0; 0620 0; 0685 0; 0015 0; 0622

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

T

De forma an�aloga,a decomposi�c~ao acima �e idêntica �a decomposi�c~ao dos va-

loressingularespela fun�c~ao svd.m do Matlab.

3.4.3 Resultados

A implementa�c~ao da SVD pelo m�etodo de Jacobi apresentou os mesmosre-

sultadosobtidos pela fun�c~ao gen�erica SVD propriet�aria do Matlab, conformeo es-

perado.

A acur�acia da implementa�c~ao svd j.m �cou restrita ao comprimento da pa-

lavra do Matlab, que limita oserrosde aproxima�c~ao com a resolu�c~ao de 10� 14 para

vari�aveis do tip o \ long".

Apesar do algoritmo de Jacobi ter suaslimita�c~oes(somente trabalhar com

matrizes sim�etricas e quadradasreais) ele foi escolhidopelassuasvantagensde pa-

ralelismoe complexidade,para quedentro de seuc�odigofonte sejafeita a adapta�c~ao

necess�aria para introduzir as fun�c~oesCORDIC. No cap��tulo a seguir,ser�a mostrada
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uma id�eiadecomopodeserfeita estaintegra�c~ao,visandosuasvantagensdeacur�acia

e redu�c~ao de posto.
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Cap��tulo 4

SVD com precis ~ao CORDIC

4.1 Implemen ta�c~ao: Algoritmo SVD CORDIC no

Matlab

Uma vezimplementada a SVD pelo m�etodo de Jacobie 16 fun�c~oesCORDIC

capazesde fazeropera�c~oescomacur�aciadesejada,ser�a implementado nestecap��tulo

um algoritmo capazde mesclart�ecnicasde redu�c~ao do posto com as vantagensde

uma \calculadora elegante de precis~ao vari�avel".

A princ��pio, pode parecerque a constru�c~ao de um algoritmo svd cordic seja

intuitiv a e instant ânea. Por�em, setodasasopera�c~oesexistentes no c�odigoda fun�c~ao

svd j.m fossemsubstitu��das por opera�c~oesCORDIC, surgiria a necessidadede ana-

lisar a regi~ao de converĝencia em cada opera�c~ao CORDIC, al�em de poss��veis erros

de arredondamento que n~ao poderiam ser desprezados.Este n~ao �e o objetivo da

tese, pois para obter-se um m�etodo de decompor matrizes com precis~ao e posto

reduzidos, s�o �e preciso controlar a acur�acia do algoritmo. Isto pode ser feito de

diversasmaneirasdentro da implementa�c~ao de Jacobi, desdeque sejamconhecidas

todasas opera�c~oesque comp~oemo c�odigo fonte.

Na implementa�c~ao da SVD (Cap��tulo 3), al�em das quatro opera�c~oesfunda-

mentais da matem�atica, foram usadasalgumasfun�c~oespropriet�arias do Matlab no

intuito de simpli�car o c�odigo �nal (como por exemplo,as fun�c~oestranspose, size e

for ). A Tabela 4.1 ilustra quantas opera�c~oesaritm�eticas,trigonom�etricas e fun�c~oes

do Matlab foram usadasem cadafun�c~ao do m�etodo de Jacobi, independente de ser
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opera�c~oesentre vetoresou entre matrizes.

Tabela 4.1: N�umero de opera�c~oesaritm�eticas, trigonom�etricas e fun�c~oesdo Matlab

que comp~oemcadafun�c~ao da SVD J

Para trabalhar com uma precis~ao de n bits, �e necess�ario substituir algu-

mas opera�c~oes por fun�c~oes CORDIC, observando a regi~ao de converĝencia desta

opera�c~ao. A decomposi�c~ao de Schur foi escolhidapara fazerestasubstitui�c~ao, pois �e

a fun�c~ao queretorna o senoe o cossenoda matriz de rota�c~ao de Jacobi. Este passo

�e a alma do algoritmo de Jacobi, pois a cada itera�c~ao a norma da n~ao-diagonalvai

diminuindo e, por conseq•uência,a matriz vai setornando mais diagonal.

Ao observar a coluna schur2� 2 da Tabela 4.1, veremosque esta fun�c~ao �e

composta de 23 opera�c~oes,dasquais destacam-seas opera�c~oesraiz quadrada,mul-

tiplica�c~ao, divis~ao e potencia�c~ao que de�nem no c�odigo fonte o resultado do seno

e cosseno(ver equa�c~ao (3.13)). Substituindo estasquatro opera�c~oespelas fun�c~oes

sqrt c, mult c e div c, implementamos a decomposi�c~ao de uma matriz em seusva-

lores singularespelo m�etodo de Jacobi, com uma precis~ao em bits vari�avel. Esta
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altera�c~ao originou o algoritmo svd cordic.

Foram criadasoito fun�c~oesno Matlab, sendoa fun�c~ao principal denominada

svd c.m. Cada uma delasest�a descrita a abaixo:

� svd c.m � ! Fun�c~aoprincipal, respons�avel por ordenaremordemdecrescente

os valoressingularesda matriz � e seusrespectivos autovetoresnas matrizes

unit�arias U e V. Tem como valor de entrada uma matriz sim�etrica real e os

bits de precis~ao do CORDIC, e retorna as matrizes � ; U e V com a acur�acia

desejada.

� schur2 � 2 cordic.m � ! Fun�c~ao que realiza a decomposi�c~ao de Schur com

determinada acur�acia. Sua diferen�ca com rela�c~ao �a fun�c~ao schur2� 2.m est�a

no c�alculo do senoe cossenoda rota�c~ao de Jacobi, ondeas opera�c~oesde mul-

tiplica�c~ao e raiz quadradausadasna decomposi�c~ao s~ao feitas pelo CORDIC,

com a acur�acia determinada pelo n�umero de bits informado em svd c. Tem

como valores de entrada a matriz sim�etrica, o par (p, q) determinado pelo

cyclic-by-row e os bits de precis~ao, retornando os valoresdo senoe cosseno

\arredondados".

� jacobimatrix.m � ! Mesma fun�c~ao usada na implanta�c~ao da svd j,

respons�avel por calcular a matriz de rota�c~ao de Jacobi J. Tem como valo-

res de entrada o cossenoe o senoda matriz de Givens, a matriz sim�etrica

desejadae o par �otimo (p, q). Retorna a matriz de rota�c~ao de Jacobi.

� o�.m � ! Tamb�em �e a mesmafun�c~ao usada na implementa�c~ao svd j para

calcular a norma dos elementos da n~ao-diagonal na matriz desejada. Tem

comovalor de entrada a matriz sim�etrica e retorna o valor da n~ao-diagonal.

� bsign.m � ! Fun�c~ao de controle do algoritmo CORDIC. Tem comovalor de

entrada um n�umero real e retorna 1 se o n�umero �e maior ou igual a zero, e

retorna -1 seo n�umero �e menor que zero(ver Se�c~ao 2.8).

� mult c.m � ! Fun�c~ao que faz a multiplica�c~ao CORDIC no sistemade coor-

denadaslinear, modo de opera�c~ao Z-reduction (ver Tabela 2.5). Tem como

valor de entrada os dois n�umerosque ser~ao multiplicados e o total de bits de

precis~ao (acur�acia desejada).Retorna o valor da multiplica�c~ao CORDIC.
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� div c.m � ! Fun�c~ao que faz a divis~ao CORDIC no sistemade coordenadas

linear, modo de opera�c~ao Y-reduction (ver Tabela 2.5). Tem como valor de

entrada os dois n�umeros que ser~ao divididos e o total de bits de precis~ao

(acur�acia desejada).Retorna o valor da divis~ao CORDIC.

� sqrt c.m � ! Fun�c~ao que faz a raiz quadradaCORDIC no sistemade coor-

denadashiperb�olicas, modo de opera�c~ao Y-reduction (ver Tabela 2.5). Tem

como valor de entrada um n�umero maior ou igual a zero e o total de bits de

precis~ao (acur�acia desejada),retornando o valor da raiz quadradaCORDIC.

Para um melhor entendimento do c�odigo implementado, a Tabela 4.2 ilustra

quantas opera�c~oesaritm�eticas, trigonom�etricas e fun�c~oesdo Matlab foram usadas

em cada fun�c~ao do m�etodo SVD CORDIC, independente de ser opera�c~oes entre

vetoresou entre matrizes.
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Tabela 4.2: N�umero de opera�c~oesaritm�eticas, trigonom�etricas e fun�c~oesdo Matlab

que comp~oemcadafun�c~ao da SVD C

A escolhada precis~ao em bits vai determinar o n�umerode rota�c~oesCORDIC

a seremrealizadasnas fun�c~oesmult c, div c e sqrt c, sendoo n�umero de opera�c~oes

�nal diretamente proporcional �a ordem da matriz e �a acur�acia do algoritmo.

4.1.1 Regi ~ao de Convergência da SVD CORDIC

A regi~aodeconverĝenciado algoritmo svd cordic �edadaemfun�c~aodemult c,

sqrt c e div c utilizadas na decomposi�c~ao de Schur.

Foi visto no Cap��tulo 2 que a fun�c~ao sqrt c convergepara n�umerosmenores

que2,3816,condi�c~aoquesempre�erespeitadana decomposi�c~aodeSchur na resolu�c~ao

das ra��zesda equa�c~ao (3.13).
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Quanto �a fun�c~ao mult c, vimos tamb�em que converge quando o segundo

n�umeroy for menorou igual a 2. Comoo cosseno�e uma fun�c~ao comlimites em� 1,

a converĝencia�e atingida independente do valor da tangente do ângulo de rota�c~ao.

A fun�c~aodiv c convergequandoy � x�2. Pelosmesmosmotivosapresentados

para a fun�c~ao sqrt c, a converĝencia�e semprerespeitada.

No �nal da fun�c~ao schur2� 2 cordic �e realizado um teste r�apido de con-

verĝencia, como uma \v eri�ca�c~ao" do funcionamento do algoritmo. Em casode

erro, �e retornado um texto com a mensagem:ERRO de CONVERGÊNCIA .

4.2 Testes com Matrizes Sim�etricas 2� 2

Para veri�car o funcionamento da implementa�c~ao, a fun�c~ao \svd c.m" �ecom-

parada com a fun�c~ao svd.m, propriet�aria do Matlab. O comando help [fun�c~ao]

tamb�em pode serusado�a vontade, facilitando a simula�c~ao.

Supondo a matriz sim�etrica :

A =

2

4
1 2

2 3

3

5 (4.1)

DecompondoA emseusvaloressingulares,temos� 1 = 4; 2361e � 2 = 0; 2361.

Calculandoa SVD da matriz A usandoa svd c.m, com precis~ao variando de 1 a 20

bits, pode ser tra�cadoo seguinte gr�a�co para cadavalor singular:
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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0.15

0.2

0.25

Bits de precisao

V
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or
 S

in
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r 

S
ig

m
a 2

Figura 4.1: Precis~ao dosvaloressingularesvariando de 1 a 20 bits

A Figura 4.1 mostra que a partir de 10 bits, a acur�acia do algoritmo se

encontra na quarta casadecimal,fornecendoum resultadosatisfat�orio comrela�c~aoao

resultadodesejadoecalculadopeloMatlab. Observa-setamb�emna �gura acimaque

o resultado com 2 bits de precis~ao apresentou um ponto fora da curva. Lembrando

que o n�umero de bits de precis~ao �e igual ao n�umero de itera�c~oesCORDIC, vemos

o efeito de uma microrota�c~ao \indesejada", pois a primeira itera�c~ao j�a tinha levado

osvaloressingularesa seaproximar do resultadocorreto.

O resultado da decomposi�c~ao pode ser comprovado pela fun�c~ao svd.m pro-

priet�aria do Matlab, que apresenta o mesmovalor para uma precis~ao superior a 10

bits, com o algoritmo signi�cativ o sendoa quarta casadecimal.

A seguir,a decomposi�c~ao ser�a feita passoa passopara a precis~ao de 3, 5, 7,

10 e 15 bits.
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4.2.1 SVD com precis ~ao de 3 bits

2

4
0; 8679 1; 7357

1; 7357 2; 6036

3

5 =

2

4
� 0; 5074 0; 8210

� 0; 8210 � 0; 5074

3

5 �

2

4
3; 9463 0; 0000

0; 0000 0; 2199

3

5 �

�

2

4
� 0; 5074 � 0; 8210

� 0; 8210 0; 5074

3

5

T

(4.2)

4.2.2 SVD com precis ~ao de 5 bits

2

4
0; 9470 1; 8941

1; 8941 2; 8411

3

5 =

2

4
� 0; 5186 0; 8392

� 0; 8392 � 0; 5186

3

5 �

2

4
4; 1224 0; 0000

0; 0000 0; 2297

3

5 �

�

2

4
� 0; 5186 � 0; 8392

� 0; 8392 0; 5186

3

5

T

(4.3)

4.2.3 SVD com precis ~ao de 7 bits

2

4
1; 0114 2; 0228

2; 0228 3; 0342

3

5 =

2

4
� 0; 5272 0; 8531

� 0; 8531 � 0; 5272

3

5 �

2

4
4; 2602 0; 0000

0; 0000 0; 2374

3

5 �

�

2

4
� 0; 5272 � 0; 8531

� 0; 8531 0; 5272

3

5

T

(4.4)
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4.2.4 SVD com precis ~ao de 10 bits

2

4
0; 9986 1; 9973

1; 9973 2; 9959

3

5 =

2

4
� 0; 5256 0; 8504

� 0; 8504 � 0; 5256

3

5 �

2

4
4; 2332 0; 0000

0; 0000 0; 2359

3

5 �

�

2

4
� 0; 5256 � 0; 8504

� 0; 8504 0; 5256

3

5

T

(4.5)

4.2.5 SVD com precis ~ao de 15 bits

2

4
1; 0000 2; 0000

2; 0000 3; 0000

3

5 =

2

4
� 0; 5257 0; 8506

� 0; 8506 � 0; 5257

3

5 �

2

4
4; 2361 0; 0000

0; 0000 0; 2361

3

5 �

�

2

4
� 0; 5257 � 0; 8506

� 0; 8506 0; 5257

3

5

T

(4.6)

4.3 SVD CORDIC com posto reduzido

Com a fun�c~ao SVD CORDIC implementada, propomos dois m�etodos dife-

rentespara reduzir o posto desejado:

1. Reduzir o posto da matriz ap�os o resultadoda SVD CORDIC;

2. Adaptar a SVD CORDIC para reduzir o posto e aplicar a precis~ao desejada

ao mesmotempo;

4.3.1 Redu�c~ao do posto ap�os a quan tiza�c~ao CORDIC

A redu�c~ao de posto �e feita da seguinte maneira:

� �E escolhidaa precis~ao desejadaem \bits" para a decomposi�c~ao nos valores

singulares;
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� Uma matriz A de dimens~oesn � n �e decomposta pela fun�c~ao SVD CORDIC,

originando as matrizesU � � � V H ;

� S~aomantidos os\ r " maioresvaloressingularesda matriz � enquanto osdemais

s~ao zerados,a �m de reduzir o posto desejado.

A �gura abaixo ilustra estem�etodo:

Figura 4.2: Redu�c~ao do posto ap�os a quantiza�c~ao CORDIC

Sefossepurgadoo menor valor singular da matriz A no exemploacima com

precis~ao de 10 bits, ter��amos:

2

4
1; 1692 1; 8919

1; 8919 3; 0611

3

5 =

2

4
� 0; 5256 0; 8504

� 0; 8504 � 0; 5256

3

5 �

2

4
4; 2332 0; 0000

0; 0000 0; 0000

3

5 �

�

2

4
� 0; 5256 � 0; 8504

� 0; 8504 0; 5256

3

5

T

(4.7)

Apesardo valor singular retirado serda ordemde5%do maior valor singular,

temos um resultado pr�oximo ao esperado. A seguir vemosum outro exemplocom

uma matriz 4 � 4, sendodecomposta com 10 bits de precis~ao:

A =

2

6
6
6
6
6
6
4

1 4 7 9

4 2 8 0

7 8 3 6

9 0 6 5

3

7
7
7
7
7
7
5
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2

6
6
6
6
6
6
4

0; 9962 3; 9840 6; 9875 8; 9751

3; 9840 1; 9937 7; 9880 0; 0020

6; 9875 7; 9880 2; 9989 5; 9971

8; 9751 0; 0020 5; 9971 4; 9929

3

7
7
7
7
7
7
5

=

2

6
6
6
6
6
6
4

� 0; 5239 0; 5328 � 0; 6341 � 0; 1818

� 0; 3598 � 0; 5234 � 0; 3441 0; 6901

� 0; 5620 0; 3571 0; 6764 0; 3151

� 0; 5285 � 0; 5558 0; 1453 � 0; 6246

3

7
7
7
7
7
7
5

�

�

2

6
6
6
6
6
6
4

20; 2909 0; 0000 0; 0000 0; 0000

0; 0000 7; 5441 0; 0000 0; 0000

0; 0000 0; 0000 6; 3456 0; 0000

0; 0000 0; 0000 0; 0000 4; 5897

3

7
7
7
7
7
7
5

�

�

2

6
6
6
6
6
6
4

� 0; 5239 � 0; 5328 0; 6341 � 0; 1818

� 0; 3598 0; 5234 0; 3441 0; 6901

� 0; 5620 � 0; 3571 � 0; 6764 0; 3151

� 0; 5285 0; 5558 � 0; 1453 � 0; 6246

3

7
7
7
7
7
7
5

T

O menor valor singular �e da ordem de 20%do maior valor singular. Sefosse

expurgadometadede seusvaloressingulares,ter��amos:

2

6
6
6
6
6
6
4

3; 3963 5; 9445 4; 5285 7; 8694

5; 9445 0; 5595 5; 5129 1; 6631

4; 5285 5; 5129 5; 4465 7; 5240

7; 8693 1; 6631 7; 5240 3; 3362

3

7
7
7
7
7
7
5

=

2

6
6
6
6
6
6
4

� 0; 5239 0; 5328 � 0; 6341 � 0; 1818

� 0; 3598 � 0; 5234 � 0; 3441 0; 6901

� 0; 5620 0; 3571 0; 6764 0; 3151

� 0; 5285 � 0; 5558 0; 1453 � 0; 6246

3

7
7
7
7
7
7
5

�

�

2

6
6
6
6
6
6
4

20; 2909 0; 0000 0; 0000 0; 0000

0; 0000 7; 5441 0; 0000 0; 0000

0; 0000 0; 0000 0; 0000 0; 0000

0; 0000 0; 0000 0; 0000 0; 0000

3

7
7
7
7
7
7
5

�

�

2

6
6
6
6
6
6
4

� 0; 5239 � 0; 5328 0; 6341 � 0; 1818

� 0; 3598 0; 5234 0; 3441 0; 6901

� 0; 5620 � 0; 3571 � 0; 6764 0; 3151

� 0; 5285 0; 5558 � 0; 1453 � 0; 6246

3

7
7
7
7
7
7
5

T
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Neste caso,podemosobservar que a quantidade de informa�c~ao retirada na

redu�c~ao de posto alterou signi�cativ amente a matriz A original.

4.3.2 Redu�c~ao do posto em conjun to com a quan tiza�c~ao

CORDIC

Para reduzir o posto e aplicar a precis~ao desejadaao mesmotempo �e ne-

cess�ario adaptar a fun�c~ao SVD CORDIC. Esta adapta�c~ao no Matlab deu origem �a

fun�c~ao SVD CORDICRED.

O m�etodo de Jacobi forma a cadapar de cossenoe senouma nova matriz de

rota�c~ao, como vimos na Se�c~ao 3.3. Vimos tamb�em que a SVD CORDIC substitui

asopera�c~oesda matriz de Givenspor opera�c~oesCORDIC com a precis~ao desejada.

Nestecaso,sugerimosqueo primeiro ciclo do algoritmo cyclic-by-row sejarealizado

com 1 bit de precis~ao, para que o posto seja reduzido. Depois de expurgar os

menoresvalores singulares,a precis~ao �e aumentada gradativamente at�e atingir o

patamar desejado.

A precis~ao e redu�c~ao de posto ao mesmotempo s~ao sintetizadas da seguinte

forma:

� �E escolhidaa precis~ao desejadaem \bits" para a decomposi�c~ao nos valores

singulares;

� Uma matriz A de dimens~oesn � n �e multiplicada por sucessivas matrizes de

rota�c~ao de Jacobi calculadascom 1 bit de precis~ao;

� Ap�os o t�ermino do cyclic-by-row s~ao purgadosna diagonal da nova matriz A

osmenoresvaloressingulares,reduzindoo posto desej�avel;

� A nova matriz A com posto reduzido (mais diagonal que sua predecessora)�e

multiplicada por um novo ciclo de rota�c~ao de Jacobi calculadocom \n" bits

de precis~ao;

A �gura abaixo ilustra o m�etodo proposto:
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Figura 4.3: Redu�c~ao do posto em conjunto com a quantiza�c~ao CORDIC

No exemploacima, fazendoa decomposi�c~ao coma SVD CORDICRED passo

a passo,tem-se:

� CalculandoSVD com 1 bit de precis~ao:

2

6
6
6
6
6
6
4

0; 6208 4; 8605 7; 6901 7; 5771

4; 8605 3; 3821 8; 2009 0; 7401

7; 6901 8; 2009 2; 2708 3; 8528

7; 5771 0; 7401 3; 8528 2; 6164

3

7
7
7
7
7
7
5

=

2

6
6
6
6
6
6
4

� 0; 5575 0; 8713 � 0; 1175 � 0; 2037

� 0; 4683 � 0; 1269 � 0; 6170 0; 6508

� 0; 5387 � 0; 2452 0; 7040 0; 2688

� 0; 4031 � 0; 4628 � 0; 2395 � 0; 5849

3

7
7
7
7
7
7
5

�

�

2

6
6
6
6
6
6
4

19; 4115 0; 0000 0; 0000 0; 0000

0; 0000 7; 2317 0; 0000 0; 0000

0; 0000 0; 0000 6; 4954 0; 0000

0; 0000 0; 0000 0; 0000 4; 0456

3

7
7
7
7
7
7
5

�

�

2

6
6
6
6
6
6
4

� 0; 5575 � 0; 8713 0; 1175 � 0; 2037

� 0; 4683 0; 1269 0; 6170 0; 6508

� 0; 5387 0; 2452 � 0; 7040 0; 2688

� 0; 4031 0; 4628 0; 2395 � 0; 5849

3

7
7
7
7
7
7
5

T

� Reduzindoa matriz dosvaloressingularespara posto 2:
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2

6
6
6
6
6
6
4

0; 5426 5; 8675 7; 3744 7; 2779

5; 8675 4; 1411 4; 6720 3; 2396

7; 3744 4; 6720 5; 1976 3; 3939

7; 2779 3; 2396 3; 3939 1; 6048

3

7
7
7
7
7
7
5

=

2

6
6
6
6
6
6
4

� 0; 5575 0; 8713 � 0; 1175 � 0; 2037

� 0; 4683 � 0; 1269 � 0; 6170 0; 6508

� 0; 5387 � 0; 2452 0; 7040 0; 2688

� 0; 4031 � 0; 4628 � 0; 2395 � 0; 5849

3

7
7
7
7
7
7
5

�

�

2

6
6
6
6
6
6
4

19; 4115 0; 0000 0; 0000 0; 0000

0; 0000 7; 2317 0; 0000 0; 0000

0; 0000 0; 0000 0; 0000 0; 0000

0; 0000 0; 0000 0; 0000 0; 0000

3

7
7
7
7
7
7
5

�

�

2

6
6
6
6
6
6
4

� 0; 5575 � 0; 8713 0; 1175 � 0; 2037

� 0; 4683 0; 1269 0; 6170 0; 6508

� 0; 5387 0; 2452 � 0; 7040 0; 2688

� 0; 4031 0; 4628 0; 2395 � 0; 5849

3

7
7
7
7
7
7
5

T

� Recalculandoa SVD com o restante dosbits de precis~ao (9 bits):

2

6
6
6
6
6
6
4

� 0; 2200 4; 3429 3; 2969 7; 3942

4; 3424 1; 9734 4; 3660 0; 9262

3; 2965 4; 3655 5; 5840 5; 5056

7; 3964 0; 9279 5; 5058 � 2; 4979

3

7
7
7
7
7
7
5

=

2

6
6
6
6
6
6
4

� 0; 4783 0; 6040 � 0; 2675 � 0; 5749

� 0; 4155 � 0; 2401 0; 8258 � 0; 2895

� 0; 6378 0; 1999 � 0; 0029 0; 7435

� 0; 4341 � 0; 7320 � 0; 4944 � 0; 1777

3

7
7
7
7
7
7
5

�

2

6
6
6
6
6
6
4

14; 6942 0; 0000 0; 0011 0; 0014

0; 0016 9; 8233 0; 0049 0; 0011

0; 0003 0; 0049 0; 0000 0; 0014

0; 0016 0; 0003 0; 0000 0; 0000

3

7
7
7
7
7
7
5

�

�

2

6
6
6
6
6
6
4

� 0; 4783 � 0; 6040 0; 2675 � 0; 5749

� 0; 4155 0; 2401 � 0; 8258 � 0; 2895

� 0; 6378 � 0; 1999 0; 0029 0; 7435

� 0; 4341 0; 7320 0; 4944 � 0; 1777

3

7
7
7
7
7
7
5

T
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4.4 Resultados da SVD CORDIC

Os resultados obtidos com a SVD CORDIC e com a SVD CORDICRED

mostram o funcionamento correto do algoritmo com precis~ao vari�avel.

O Matlab possuipara a vari�avel long uma resolu�c~ao de 10� 14, e dependendo

da precis~aodesejadaedasmicrorota�c~oes�xas CORDIC, o resultadocompoucosbits

podesermuito �util para minimizar o n�umerodeopera�c~oesrealizadaspeloalgoritmo.

A complexidadeassint�otica do algoritmo SVD CORDIC �e da ordem O(n3),

mesmacomplexidadeassint�otica da SVD do Matlab, enquanto que a complexidade

assint�otica do algoritmo SVD CORDICRED �e da ordem O(nr 2), devido a redu�c~ao

do posto. A explica�c~ao �e dada pela opera�c~ao dominante, que �e a multiplica�c~ao das

matrizesdecompostaspelosvaloressingulares,sendo:

R n� n
yy = U n� n � � n� n � V H

n� n (4.8)

Neste caso, a decomposi�c~ao tem uma complexidadeassint�otica de O(n3).

Reduzindoo posto de n para r, temos:

R n� n
yy = U n� r � � r � r � V H

r � n (4.9)

Ap�osa redu�c~aodeposto,a opera�c~aodominante passaa ter umacomplexidade

assint�otica da ordem de O(nr 2).

Outro ponto relevante �e queo n�umerode 
ops (Floating Point Operation per

Second) aumenta gradativamente (tamb�em da ordem O(n3)) com o n�umerode bits

de precis~ao do algoritmo.

Para entender completamente os resultadosdosm�etodospropostoscom pre-

cis~ao vari�avel, estesser~ao aplicadosem um �ltro de Wiener.
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Cap��tulo 5

Filtro de Wiener com Posto e

Precis ~ao reduzidos

5.1 In tro du�c~ao

Ao longo dos Cap��tulos 2, 3 e 4 foi desenvolvida uma ferramenta para de-

composi�c~ao de matrizes nos valoressingularescom precis~ao vari�avel que pode ser

usadaem diversasaplica�c~oestanto nas �areasde processamento de imagensquanto

na �algebralinear.

Para ilustrar o uso desta ferramenta, foi escolhidacomo aplica�c~ao um �ltro

de Wiener para redu�c~ao do posto e da precis~ao. O algoritmo implementado no

Matlab decomp~oe a matriz de autocorrela�c~ao que comp~oe o �ltro de Wiener pela

SVD CORDIC. O fruto desta decomposi�c~ao determina como um �ltro de Wiener

pode ser quantizado em uma implementa�c~ao com precis~ao vari�avel e ao mesmo

tempo ter seuposto reduzido,sendocomparadocom a precis~ao do Matlab e com a

redu�c~ao do posto feita ap�os o usodo CORDIC.

5.2 Filtros de Wiener

Os �ltros de Wiener s~ao �ltros linearesdiscretosno tempo, amplamente u-

sadospara aplica�c~oesde estima�c~ao ou predi�c~ao linear. Sua fun�c~ao custo �e o valor

m�edio-quadr�atico do erro estimado,que �e minimizada como crit �erio de otimiza�c~ao

estat��stica [14].
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Os�ltros deWiener s~aotamb�emchamadosdeestimadoreslineares�otimos no

sentido do erro m�edioquadr�atico, possuindoa caracter��stica delidar comestat��sticas

de primeira e segundaordem do sinal desejadoe do ru��do aditivo a este sinal

[15, 16].

Para um melhor entendimento, vamos considerarum sinal estacion�ario no

sentido amplo x(n). O sinal na sa��da y(n) de um �ltro causallinear invariante no

tempo com resposta ao impulso h(n) �e dado pela equa�c~ao:

y(n) =
1X

k=0

h(k)x(n � k): (5.1)

Esse�ltro, de�nido por h(n), gera atrav�esde x(n) uma sa��da que tende ao

sinal desejados(n). O erro ou res��duo e(n) entre o sinal estimado y(n) e o sinal

desejados(n) �e dado por:

e(n) = s(n) � y(n): (5.2)

O �ltro de Wiener tem comoobjetivo manter o erro o menorposs��vel do seu

ponto de vista estat��stico. Ou seja:

� = E
�
e2(n)

�

= E
�
�
s(n) � y(n)

� 2
�

= E
�
s2(n)

�
� 2E

�
s(n)y(n)

�
+ E

�
y2(n)

�

(5.3)

Em que:

� O valor m�edio quadr�atico do sinal desejados(n) �e igual a E
�
s2(n)

�
, ou seja,

�e a autocorrela�c~ao do sinal desejadopara lag igual a zero(r d(0)).

� O segundotermo E
�
�
s(n) � y(n)

� 2
�

�e a correla�c~ao cruzadaentre o sinal de

entrada do �ltro e o sinal desejado,para lags iguais a k (que variam de zero

ao in�nito).

� O terceiro termo �e a autocorrela�c~ao do sinal de entrada do �ltro para lags

iguais a (k � m), ou seja,r x (k � m).
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Assumindoque o sinal de entrada do �ltro x(n) e o sinal desejados(n) s~ao

conjuntamente estacion�arios no sentido amplo, a correla�c~ao cruzadaentre elespassa

a ser independente do tempo, podendoo erro m�edio quadr�atico ser reescritocomo:

� = rd(0) � 2
1X

k=0

h(k)rdx(k) +
1X

k=0

1X

m=0

h(k)h(m)r x (k � m): (5.4)

Derivando a equa�c~ao (5.4) em rela�c~ao a h(k), temos:

@�
@h(k)

= � 2r dx (k) + 2
1X

m=0

h(m)r x (k � m): (5.5)

Igualando a equa�c~ao (5.5) a zero, �e obtida a equa�c~ao de Wiener-Hopf, em

que as �unicas quantidades conhecidass~ao a autocorrela�c~ao do sinal de entrada do

�ltro e a correla�c~ao cruzadaentre o sinal desejadoe o sinal de entrada do �ltro.

� 2rdx(k) + 2
1X

m=0

ho(m)r x (k � m) = 0

)
1X

m=0

ho(m)r x (k � m) = r dx(k) (5.6)

A vari�avel ho(k) �e o coe�ciente do �ltro causalque minimiza o erro m�edio

quadr�atico.

5.3 Vari ância do erro e Coerência

Antes de abordar cada est�agio da decomposi�c~ao, �e necess�ario entender o

conceitode variância do erro e de coer̂encia.

Revendoum antigo problemaempredi�c~ao linear, de�ne-seum vetor aleat�orio

de m�edia zero x =
h
x(1) x(2) : : : x(m)

i T
=

h
x(1) xT (1)

i
. Este vetor possui

uma matriz de covariância dada pela f�ormula abaixo:
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R xx = E

2

4
x(1)

x(1)

3

5
h
x(1) xT (1)

i
=

2

4
r xx (1) r T

xx (1)

r xx (1) R xx (1)

3

5 (5.7)

O determinante de R xx pode ser calculadoem fun�c~ao do seucomplemento

de Schur, que pode serexplicitado pelo escalar:

P = r xx (1) � r T
xx (1)R � 1

xx (1)r xx (1) (5.8)

det

2

4
r xx (1) r T

xx (1)

r xx (1) R xx (1)

3

5 = detR xx (1) detP (5.9)

= [r xx (1) � r T
xx (1)R � 1

xx (1)r xx (1)] detR xx (1) (5.10)

= r xx (1)
�
1 �

r T
xx (1)R � 1

xx (1)r xx (1)
r xx (1)

�
detR xx (1) (5.11)

Podemosescrever a equa�c~ao (5.11) de�nindo duas novas vari�aveis qxx e kxx ,

sendo:

det[R xx ] = qxx (1)det[R xx (1)] (5.12)

em que qxx (1) �e a variância do erro ao seestimar o escalarx(1) a partir do

vetor x(1).

qxx (1) = r xx (1)[1 � k2
xx (1)] (5.13)

k2
xx (1) =

r T
xx (1)R � 1

xx (1)r xx (1)
r xx (1)

(5.14)

A vari�avel k2
xx (1) �e de�nida comoa coer̂enciaquadr�atica entre o escalarx(1)

e o vetor x(1) [17], podendoser escrita como:

k2
xx (1) = kxx (1)kT

xx (1) (5.15)

k xx (1) = r � 1=2
xx (1)r T

xx (1)R � T=2
xx (1) (5.16)
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O vetor kxx (1) �e a coer̂enciaentre x(1) e x(1) ou a correla�c~ao cruzadaentre

a vari�avel aleat�oria branca r � 1=2
xx (1)x(1) e o vetor aleat�orio branco R � 1=2

xx x(1):

kxx (1) = E
h
r � 1=2

xx (1)x(1)xT (1)R � T=2
xx (1)

i
(5.17)

= r � 1=2
xx (1)r T

xx (1)R � T=2
xx (1) (5.18)

Uma vez de�nidas as vari�aveis de coer̂encia e da variância do erro, pode-se

escrever o determinante det[R xx ] como:

det[R xx ] =
mY

i =1

qxx (i ) (5.19)

=
mY

i =1

r xx (i )[1 � k2
xx (i )] (5.20)

k2
xx (i ) =

r T
xx (i )R � 1

xx (i )r xx (i )
r xx (i )

(5.21)

Sendok2
xx (i ) a coer̂encia quadr�atica entre o escalarx(i ) e o vetor x(i ) =

h
x(i + 1) : : : x(m)

i T
. A equa�c~ao (5.19) �e o determinante de Gram, com cada

variância do erro de predi�c~ao descrita em termos da coer̂enciaquadr�atica.

Seguindona mesmalinha de racioc��nio, o �ltro de Wiener tamb�em pode ser

descrito em fun�c~ao da coer̂encia,dada por:

w(i ) = r T
xx (i )R � 1

xx (i ) = r 1=2
xx (i )k xx (i )R � 1=2

xx (i ) (5.22)

5.4 Coordenadas padr ~ao

No contexto de �ltragem, a �gura abaixo mostra um vetor fonte x m� 1 e um

vetor yn� 1 geradospela M~ae Natureza. O Pai Natureza s�o enxergao vetor medido

y, e tem esperan�casde estimar a partir das informa�c~oesque recebeu o sinal x envi-

ado pela M~ae Natureza.
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Figura 5.1: Exemplo de Estima�c~ao Linear

Podemosescrever a matriz de covariância R zz como:

R zz = E

2

4
x

y

3

5
h
xT yT

i
=

2

4
R xx R xy

R T
xy R yy

3

5 (5.23)

O modelo representado na Figura 5.1 mostra o estimador linear MMSE

(M inimum M ean Square Error ) de x a partir de y, dado pela fun�c~ao de trans-

fer̂encia x̂ = Wy . O erro estimadoentre os dois sinais �e êx = x � x̂ , e de�ne-se o

�ltro de Wiener W e a matriz decovariânciado erro Qxx no sistemadecoordenadas

padr~ao de acordocom as equa�c~oesabaixo:

W = R xy R � 1
yy (5.24)

Qxx = E[(x � x̂ )(x � x̂ )T ] = R xx � R xy R � 1
yy R T

xy (5.25)

A matriz de covariância do erro, dada pela autocorrela�c~ao entre x e x̂ , pode

tamb�em ser deduzidaa partir do complemento de Schur da matriz de covariância

R zz.

A �gura abaixo ilustra o �ltro de Wiener no sistemade coordenadaspadr~ao:

Figura 5.2: Filtro de Wiener no sistemade coordenadaspadr~ao
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A transforma�c~ao linear conduzosvetoresfonte edemedi�c~aox ey aosvetores

ortogonaisêx e y, com suasrespectivas covariânciasQxx e R yy dadaspor:

2

4
êx

y

3

5 =

2

4
I -W

0 I

3

5

2

4
x

y

3

5 (5.26)

2

4
Qxx 0

0 R yy

3

5 =

2

4
I -W

0 I

3

5

2

4
R xx R xy

R T
xy R yy

3

5

2

4
I 0

-W T I

3

5 (5.27)

Observando a equa�c~ao (5.26) e aplicando a decomposi�c~ao de Schur vista na

Se�c~ao 5.3, pode-seescrever o det[R zz] como:

det[R zz] = det[Qxx ]det[R yy] (5.28)

det[Qxx ] = det[R xx � R xy R � 1
yy R T

xy ] (5.29)

5.5 Redu�c~ao de Posto

Para determinar os coe�cientes do �ltro de Wiener, �e necess�ario efetuar o

c�alculodematrizesinversasemultiplicar matrizesentre si, ou seja,�eprecisocompilar

algoritmos de complexidadeassint�otica superior a O(n3).

Uma maneirade diminuir estacomplexidadeseriareduzir o postodo estima-

dor �otimo. Para isso,a SVD identi�ca quaiss~ao ostermosmenoscorrelatados,para

que sejampurgadosos menoresvaloressingularese reduzido o posto das matrizes

em opera�c~ao. Neste casotamb�em �e feita a quantiza�c~ao, alocando bits para uma

�ltragem de Wiener com precis~ao �nita. O objetivo �e minimizar o tra�co da matriz

de covariância do erro Qxx , pois o erro m�edio quadr�atico estar�a sendominimizado.

A redu�c~ao do postopode serfeita de duasmaneiras:durante e ap�oso usodo

CORDIC. Os dois m�etodos foram descritosno Cap��tulo 4 (ver Se�c~ao 4.3), e ser~ao

comparadoscasoa caso.

Pode-sededuzir a matriz de covariância do erro descritaap�osa aplica�c~ao da

SVD:
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W = R xy V � � 1U T (5.30)

Qxx = R xx � R xy V � � 1U T R xy (5.31)

5.6 Implemen ta�c~ao: Filtro de Wiener e redu�c~ao

de posto com precis ~ao vari �avel no Matlab

O objetivo principal desta implementa�c~ao �e comparar a complexidadedo

algoritmo de redu�c~ao de postocomprecis~ao do Matlab e comprecis~ao vari�avel dada

pelo CORDIC, exercitandoosconceitosvistos ao longo destecap��tulo. O programa

de testesa seguir foi elaborado no Matlab, visandoestacompara�c~ao:

� Filtro de Wiener com precis ~ao do Matlab, posto completo � ! Imple-

mentar o �ltro de Wiener aplicandoa fun�c~ao SVD do Matlab na matriz deau-

tocorrela�c~ao R yy ; o arquivo desenvolvido no Matlab chama-seprec inf full.m.

� Filtro de Wiener com precis ~ao do Matlab, posto reduzido � ! Imple-

mentar o �ltro de Wiener aplicando a fun�c~ao SVD do Matlab na matriz de

autocorrela�c~ao R yy , reduzindoo seuposto; o arquivo prec inf red.m descreve

esta implementa�c~ao.

� Filtro de Wiener com precis ~ao vari �avel CORDIC, posto completo � !

Implementar o �ltro deWieneraplicandoa fun�c~aoSVD CORDIC na matriz de

autocorrela�c~aoR yy, variando o n�umerode bits deprecis~ao; o arquivo referente

no Matlab �e o prec �n full.m.

� Filtro de Wiener com precis ~ao vari �avel CORDIC, posto reduzido

\ a posteriori " � ! Implementar o �ltro de Wiener aplicando a fun�c~ao

SVD CORDIC na matriz de autocorrela�c~ao R yy , variando o n�umero de bits

de precis~ao e reduzindoo seuposto posteriormente; para isto foi desenvolvido

no Matlab o arquivo prec �n red.m.

� Filtro de Wiener com precis ~ao vari �avel CORDIC, posto reduzido em

conjun to � ! Implementar o �ltro de Wiener aplicando a fun�c~ao

80



SVD CORDICRED na matriz de autocorrela�c~ao R yy, variando o n�umero de

bits de precis~ao e reduzindo o seu posto \ao mesmotempo"; para isto foi

desenvolvido no Matlab o arquivo prec �n rediterativo.m.

Para todasasimplementa�c~oesgeramosum sinalxn� 1 comdistribui�c~aoN (0; 1).

Este sinal �e �ltrado por um canal ruidoso (ru��do branco e gaussiano)gerandoo si-

nal y n� 1. O canal foi feito pela fun�c~ao �lter do Matlab, com coe�cientes iguais a

[1 1 0:5].

Com os dois sinais x e y, estimam-secorrela�c~oesR xx ; R yy e R xy atrav�esde

suam�edia estat��stica.

5.6.1 Wiener com precis ~ao do Matlab e posto completo

Uma vez de�nidas as matrizes R yy e R xy , o �ltro de Wiener W n� n �e dado

pelaf�ormula (5.24). Na implementa�c~ao, o �ltro �edecompostoemtr êsest�agiosdados

pelas matrizes da decomposi�c~ao em valores singulares, com precis~ao do Matlab.

Esta decomposi�c~ao ser�a usada a posteriori na redu�c~ao do posto da matriz R yy ,

conformerealizadano trabalho deScharf [17] (por�emcoma SVD aplicadana matriz

R yy). A matriz �e reconstru��da pela multiplica�c~ao dos tr ês est�agios S, V e D T ,

e posteriormente �e calculado o erro m�edio quadr�atico representado pelo tra�co da

matriz Qxx .

Na �gura abaixo pode-sever a norma do erro acumulado pela quantiza�c~ao

do Matlab dado por kêk = kx � x̂k para 64 amostrasde estima�c~ao nascoordenadas

padr~ao:
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Figura 5.3: Norma do erro acumulado pela quantiza�c~ao do Matlab

A norma do erro e o tra�co da matriz de covariância do erro Qxx s~ao mostra-

dosna tabela abaixo:

Tabela 5.1: Norma do erro e erro m�edio quadr�atico com precis~ao do Matlab

Coordenadas padr ~ao

kêk = kx � x̂k 7; 2148� 10� 11

tr[ Qxx ] 2; 1817� 10� 12

Devido �a ordemdegrandezada normado erro, o gr�a�co dosdoisvetoresx e x̂

n~ao apresenta diferen�casentre si na escalado gr�a�co. Fato que mudar�a quando o

posto for reduzidoe a precis~ao dosc�alculosdo �ltro de Wiener for escolhida.

A complexidadeassint�otica do algoritmo no que tange a gera�c~ao do �ltro de

Wiener �e da ordem de O(n3), pois as matrizes possuemo posto completo.
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5.6.2 Wiener com precis ~ao do Matlab e posto reduzido

Como visto no cap��tulo 3, a decomposi�c~ao em valores singularespermite

analisarvisualmente a in
u ênciadecadavalor singularno postoda matriz desejada.

No casoda simula�c~ao anterior, a matriz V formada pelosvaloressingularesde R yy

pode serexpressaatrav�esdo gr�a�co abaixo:

0 10 20 30 40 50 60 70
0

2

4

6

8

10

12

14

Figura 5.4: Valoressingularesde R yy

Dado quesequer minimizar a complexidadedo algoritmo atrav�esda redu�c~ao

depostodo �ltro deWiener (nestecasocomoserrosdeprecis~aodadospeloMatlab),

espera-seque,seosvaloressingularesmuito menoresqueo maior valor singular fos-

semexpurgados,haveria uma aproxima�c~ao aceit�avel da matriz original e a redu�c~ao

consider�avel da complexidadedo algoritmo. A seguir um exemploda redu�c~ao do

posto na matriz R yy , para diferentes valoresdo posto:
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Figura 5.5: Figura referente a Posto 40
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Figura 5.6: Figura referente a Posto 10

Nas �guras acima, geramoso vetor original x , o vetor estimadox̂ e o vetor

estimado com posto reduzido x̂ r ed. Vemosque entre x e x̂ o erro �e impercept��vel
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dentro da escaladosgr�a�cos, sendoos dois sinaisquaseidênticos.

O resultado com redu�c~ao de posto para 40 quasen~ao altera o erro entre os

dois sinais, tendo um MSE pequeno(tabela abaixo). N~ao se pode dizer o mesmo

da Figura 5.6, que para um posto 10 apresenta um MSE bem maior. O posto ideal

para cadaaplica�c~ao depender�a da taxa de distor�c~ao admitida pelo sistema.

A �gura a seguir mostra a evolu�c~ao do erro m�edio quadr�atico ao longo da

redu�c~ao de posto.
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MSE X Posto

Figura 5.7: MSE � Posto de R yy

Quando se reduz o posto de uma matriz, a complexidadeassint�otica do al-

goritmo cai de O(n3) para a ordem de O(nr 2), em que r �e o novo posto reduzido.

Independente do hardware ou do compilador utilizados, reduzir o posto de matri-

zesde ordenselevadas�e um grandeartif��cio para reduzir o tempo de execu�c~ao na

aplica�c~ao.
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Tabela 5.2: Erro m�edio quadr�atico com precis~ao do Matlab para diferentes postos

reduzidos

Coordenadas padr ~ao

Posto tr[ Qxx ]

64 2; 1817� 10� 12

50 1; 1063

40 6,2726

30 14; 9783

20 26,3720

10 40,8101

5.6.3 Wiener com precis ~ao vari �avel pela SVD CORDIC e

posto completo

Quandosecalculao �ltro deWiener comprecis~aodo Matlab, s�o existemerros

de �ltragem intr��nsecos�a quantiza�c~ao no algoritmo. A ferramenta SVD CORDIC

permite a decomposi�c~ao da SVD com precis~ao de n bits, gerandoerros de quan-

tiza�c~ao.

A seq•uênciade �guras a seguirmostra a estima�c~ao de x com 10, 7, e 5 bits

de precis~ao no c�alculo da SVD.
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Figura 5.8: Wiener com 10 bits de precis~ao
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Figura 5.9: Wiener com 7 bits de precis~ao
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Figura 5.10: Wiener com 5 bits de precis~ao

Pode-seobservar na Figura 5.8 que o valor de x̂ para 10 bits de precis~ao �e

muito pr�oximo ao valor calculadocom a precis~ao do Matlab, sendoimpercept��vel

na escalaadotada.

Na �gura referente a 7 bits de precis~ao (Figura ??), a distância entre a

estima�c~ao do Matlab e a dada pelo CORDIC come�ca a aumentar. �A medida que

os bits de precis~ao v~ao diminuindo, o MSE vai aumentando gradativamente. �E

importante ressaltarqueest�a havendoum erro causadopela precis~ao CORDIC que

sepropagana equa�c~ao (5.24), impossibilitando trabalhar com precis~ao inferior a 5

bits no casodesta implementa�c~ao. Os resultadosobtidos no Cap��tulo 4 mostram o

erro isoladamente (semsepropagarno algoritmo) obtido pelafun�c~aoSVD CORDIC

para 3, 5, 7, 10 e 15 bits de precis~ao. Mesmoassim,�e mais vantajoso do ponto de

vista computacionalusara menorquantidade de bits poss��veispara atingirmos uma

acur�acia aceit�avel.

A tabela abaixo mostra a evolu�c~ao do erro m�edio quadr�atico ao longo dos

bits de precis~ao alocadospara a SVD do exemploacima.

O erro m�edio quadr�atico vai crescendode acordo com a aloca�c~ao de bits

para o c�alculo da SVD, conformeesperado. A distor�c~ao m�axima aceitapelo sistema
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Tabela 5.3: Erro m�edio quadr�atico com precis~ao vari�avel dada pelo CORDIC

Coordenadas padr ~ao

Bits de Precisao tr[ Qxx ]

Matlab 1; 6320� 10� 14

10 0,0641

8 3,3760

7 6,0276

5 103,2396

3 248436,4685

depender�a dosn�umero de bits de precis~ao.

5.6.4 Wiener com precis ~ao vari �avel pela SVD CORDIC e

posto reduzido \ a posteriori "

Quandosecalculao �ltro de Wiener com precis~ao CORDIC e sereduzo seu

posto, s~ao introduzidas duas vari�aveis de erro: O erro \ bias-squared" introduzido

pela redu�c~ao do posto e a variância introduzida pela quantiza�c~ao.

Para entender o resultado da simula�c~ao, o n�umero de bits de precis~ao ser�a

�xado e a redu�c~ao de posto ser�a variada gradativamente, para que seja vista a

compara�c~ao entre os vetoresx̂ r ed (que representa a redu�c~ao de posto com precis~ao

do Matlab) e o vetor x̂cordicr ed (que representa a redu�c~ao de posto com precis~ao

CORDIC de n bits). Esta seq•uência ser�a repetida para 10, 8 e 5 bits de precis~ao,

reduzindoo posto de 64 para 50, 40, 30, 20 e 10.

5.6.4.1 10 bits de precis ~ao

Conformevisto nasSe�c~oes5.6.1e5.6.3,asestima�c~oescomprecis~aodo Matlab

e com CORDIC de 10 bits para posto 64 s~ao quaseidênticas ao vetor original.

A seq•uência de �guras a seguir mostra o vetor estimado x̂ com 10 bits de

precis~ao, para diferentes redu�c~oesde posto na matriz R yy:
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Figura 5.11: Wiener para posto 40, comparandoasprecis~oesdo Matlab e CORDIC

de 10 bits
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Figura 5.12: Wiener para posto 10, comparandoasprecis~oesdo Matlab e CORDIC

de 10 bits
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Em todas as �guras anteriores, independente do posto reduzido, o vetor re-

ferente �a precis~ao CORDIC de 10 bits �e muito pr�oximo ao vetor com precis~ao do

Matlab, conformeesperado. Isto signi�ca quepara 10 bits de precis~ao o resultado�e

bastante satisfat�orio e apresenta um erro m�edio quadr�atico baixo.

A tabela abaixo cont�em os erros m�edios quadr�aticos para todos os postos

com 10 bits de precis~ao CORDIC e com a precis~ao do Matlab:

Tabela 5.4: Erro m�edio quadr�atico com precis~ao CORDIC de 10 bits e precis~ao do

Matlab para diferentes postosreduzidos

tr[Q xx ] - Redu�c~ao com Precis ~ao 10 bits

Posto Ap�os o CORDIC Precis~ao Matlab

64 0,6238 0,0000

50 1,1444 1,1039

40 5,4586 5,4263

30 13,7176 13,6775

20 24,7496 24,7061

10 39,1946 39,1672

Nota-sequequandosereduzo postogradativamente, o erro m�edioquadr�atico

tamb�em vai aumentando, conformeo esperado. Dependendoda taxa de distor�c~ao

m��nima desej�avel para o sistema,�e poss��vel eliminar mais de 20 valoressingulares

da matriz, com precis~ao dada pelo CORDIC e com resultadossatisfat�orios.

5.6.4.2 8 bits de precis ~ao

Como a precis~ao agora�e de 8 bits, aumentou a distância entre o vetor esti-

madopelo CORDIC x̂estcordic e o vetor fonte x, comovimos na se�c~ao 5.6.3. Quando

sereduz o posto gradativamente, obtem-se:
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Figura 5.13: Wiener para posto 40, comparandoasprecis~oesdo Matlab e CORDIC

de 8 bits
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Figura 5.14: Wiener para posto 10, comparandoasprecis~oesdo Matlab e CORDIC

de 8 bits
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Nas �guras anteriores com precis~ao CORDIC de 8 bits, observa-se que o

vetor x̂estcordicr ed seaproxima do seuvetor gabarito x̂estr ed (precis~ao Matlab, posto

reduzido), e a distância entre eles �e devida somente ao erro de quantiza�c~ao com

8 bits. Pode-senotar que tanto o vetor x̂estcordicr ed quanto o vetor x̂estr ed v~ao se

afastandodo vetor original x �a medida que o posto vai sendoreduzido.

A tabela a seguir cont�em os erros m�ediosquadr�aticos para todos os postos

com 8 bits de precis~ao CORDIC e precis~ao Matlab:

Tabela 5.5: Erro m�edio quadr�atico com precis~ao CORDIC de 8 bits e precis~ao do

Matlab para diferentes postosreduzidos

tr[Q xx ] - Redu�c~ao com Precis ~ao 8 bits

Posto Ap�os o CORDIC Precis~ao Matlab

64 3,8470 0,0000

50 2,1155 1,1137

40 3,0104 5,9709

30 12,1202 14,5821

20 24,0106 25,7785

10 39,8054 40,9278

O fato das microrota�c~oes CORDIC apresentarem imperfei�c~oes devido a

opera�c~oestrigonom�etricas explica a pequenadiferen�ca entre osvaloresdo Matlab e

CORDIC.

Um outro ponto interessante �e o fato do posto 50 e 40 terem apresentado

valorescom erro menordo queo valor com posto completo. Isto �e explicadodevido

�a propaga�c~ao do erro CORDIC no algoritmo de estima�c~ao de Wiener nas coorde-

nadaspadr~ao. Quandosefaz a redu�c~ao de posto, apesardo erro \ bias-squared" ser

introduzido, retira-se, al�em da informa�c~ao dos menoresvaloressingulares,algumas

incertezasoriginadasnasmicrorota�c~oes,fazendocom que o valor do CORDIC para

pequenasredu�c~oes de posto seja ligeiramente melhor do que o valor apresentado

para posto completo.

�A medida que os erros de quantiza�c~ao v~ao aumentando devido ao menor

n�umero de bits de precis~ao, este efeito se torna mais vis��vel. Um exemplo �e a
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estima�c~ao para 5 bits de precis~ao CORDIC, comoser�a visto na pr�oxima se�c~ao.

5.6.4.3 5 bits de precis ~ao

Como a precis~ao agora�e de 5 bits, aumentou ainda mais a distância entre o

vetor estimadopelo CORDIC x̂estcordic e o vetor fonte x.

Para exempli�car o efeito com o posto reduzido,geramosas �guras abaixo:
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Figura 5.15: Wiener para posto 40, comparandoasprecis~oesdo Matlab e CORDIC

de 5 bits
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Figura 5.16: Wiener para posto 10, comparandoasprecis~oesdo Matlab e CORDIC

de 5 bits

Nas �guras anteriores com precis~ao CORDIC de 5 bits, observa-se que

x̂estcordicr ed (precis~ao CORDIC, posto reduzido) n~ao consegueacompanharo seu

vetor gabarito x̂estr ed (precis~ao Matlab, posto reduzido) devido ao erro de quan-

tiza�c~ao com 5 bits. Pode-seobservar que tanto o vetor x̂estcordicr ed quanto o vetor

x̂estr ed v~ao seafastandodo vetor original x �a medidaqueo postovai sendoreduzido.

A precis~ao num�erica da estima�c~ao CORDIC est�a impedindoqueuma an�alise

mais profunda possaser feita, prejudicandoo comportamento do sistema.Como os

erross~aopropagados,a rela�c~aoentre o postoeo erro m�edioquadr�atico �ediretamente

afetada,conformevisto na tabela a seguir:
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Tabela 5.6: Erro m�edio quadr�atico com precis~ao CORDIC de 5 bits e precis~ao do

Matlab para diferentes postosreduzidos

tr[Q xx ] - Redu�c~ao com Precis ~ao 5 bits

Posto Ap�os o CORDIC Precis~ao Matlab

64 228,5394 0,0000

50 53,9633 0,9079

40 43,6135 5,4740

30 26,8654 13,5014

20 5,3802 24,3718

10 24,0215 39,2494

H�a de seressaltarqueo erro m�edioquadr�atico da estima�c~ao CORDIC �e bas-

tante elevadopara o postocompleto,inviabilizando qualquertentativ a deestima�c~ao.

Isto se deve �a propaga�c~ao do erro da ordem de 5 bits na matriz de Givens, que �e

re
etida no algoritmo de Wiener. O erro �e ent~ao multiplicado por toda a decom-

posi�c~ao de Schur e repassadointegralmente na equa�c~ao (5.24), o que deixa no caso

destaaplica�c~ao o resultado para valorescom menosde 5 bits de precis~ao CORDIC

imprecisose n~ao satisfat�orios.

5.6.5 Wiener com precis ~ao vari �avel pela SVD CORDICRED

e posto reduzido em conjun to

Nestasimula�c~ao,o n�umerodebits deprecis~aoser�a �xado ea redu�c~aodeposto

ser�a variada gradativamente. A diferen�ca ocorrena redu�c~ao do posto realizadalogo

ap�os o primeiro bit de precis~ao. Depois da redu�c~ao do posto, a matriz continua a

ser rotacionadacom o restante dosbits de precis~ao desejados.

Os gr�a�cos mostrar~ao a compara�c~ao entre os vetores x̂estr ed (que representa

a redu�c~ao de posto com precis~ao do Matlab), x̂cordicr ed (que representa a redu�c~ao de

posto ap�oso primeiro bit de precis~ao CORDIC) e o vetor x̂cordicr ed2 (que representa

a redu�c~ao de posto depois de aplicada a decomposi�c~ao com os n bits de precis~ao

CORDIC). Esta seq•uênciaser�a repetida para 10 e 8 bits de precis~ao, e para o posto
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de 50, 45, 40, 35 e 30.

5.6.5.1 10 bits de precis ~ao

As �guras a seguircomparamosvetoresestimadosx̂estr ed, x̂cordicr ed (durante

CORDIC) e x̂ cordicr ed2 (ap�os CORDIC) com 10 bits de precis~ao, para diferentes

redu�c~oesde posto na matriz Ryy :

0 10 20 30 40 50 60 70
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�1

0
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2

3
Posto 50, Precisao 10 bits

xest
xestred
xestcordicred
xestcordicred2

Figura 5.17: Wiener com posto reduzidoenquanto a precis~ao CORDIC �e calculada

(m�etodo 1) e depois do CORDIC (m�etodo 2), para 10 bits e posto 50
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Figura 5.18: Wiener com posto reduzidoenquanto a precis~ao CORDIC �e calculada

(m�etodo 1) e depois do CORDIC (m�etodo 2), para 10 bits e posto 30

A tabela abaixo cont�em oserrosm�ediosquadr�aticos para cadavetor compa-

rado:

Tabela 5.7: Erro m�edio quadr�atico com precis~ao CORDIC de 10 bits e precis~ao do

Matlab para diferentes postosreduzidos

tr[Q xx ] - Redu�c~ao com 10 Bits de Precis ~ao

Posto Durante o CORDIC Ap�os o CORDIC Precis~ao Matlab

64 0,2240 0,2422 0,0000

50 1,1606 1,0415 0,9824

45 14,6476 2,8045 2,7496

40 7,3465 5,7189 5,6646

35 15,0949 9,5335 9,4774

30 22,2999 13,4817 13,4479

Nota-sequequandoo posto�ereduzidogradativamente, o errom�edioquadr�atico

tamb�em vai aumentando para todosos m�etodos,conformeo esperado.
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Em todasas�guras acimapara10bits, o vetor referente aoc�alculosimult âneo

da precis~ao e redu�c~ao de posto (m�etodo 1, vetor x̂cordicr ed) apresenta um MSE um

pouco maior que o m�etodo 2, representado pelo vetor x̂cordicr ed2). Isto �e explicado

porque existe um erro de quantiza�c~ao intr��nsecoao m�etodo 1 que �e introduzido

quandoocorre a primeira rota�c~ao de Jacobi, com 1 bit de precis~ao. Quando ocorre

a redu�c~ao de posto,o erro \ bias-squared" �e ent~ao introduzido na simula�c~ao, masem

valor absoluto maior do que o erro de quantiza�c~ao, o que faz com que o MSE v�a

aumentando com a redu�c~ao do posto independente do m�etodo.

�E importante comentar que conformefoi visto na Se�c~ao 5.6.4, o m�etodo 2

para 10bits deprecis~aoapresenta resultadosparecidoscomosresultadosda precis~ao

do Matlab, ou seja, para 10 bits de precis~ao o resultado �e satisfat�orio e apresenta

um erro m�edio quadr�atico compat��vel �a precis~ao do Matlab.

5.6.5.2 8 bits de precis ~ao

Para 8 bits de precis~ao, geramosasseguintes �guras para posto reduzido:
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Posto 50, Precisao 8 bits
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xestred
xestcordicred
xestcordicred2

Figura 5.19: Wiener com posto reduzidoenquanto a precis~ao CORDIC �e calculada

(m�etodo 1) e depois do CORDIC (m�etodo 2), para 8 bits e posto 50
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Figura 5.20: Wiener com posto reduzidoenquanto a precis~ao CORDIC �e calculada

(m�etodo 1) e depois do CORDIC (m�etodo 2), para 8 bits e posto 30

A tabela abaixo cont�em os erros m�edios quadr�aticos para todos os postos

com 8 bits de precis~ao CORDIC e com a precis~ao do Matlab:
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Tabela 5.8: Erro m�edio quadr�atico com precis~ao CORDIC de 8 bits e precis~ao do

Matlab para diferentes postosreduzidos.

tr[Q xx ] - Redu�c~ao com 8 Bits de Precis ~ao

Posto Durante o CORDIC Ap�os o CORDIC Precis~ao Matlab

64 6,1094 6,3892 0,0000

50 174,8167 1,6097 1,0911

45 31,8915 0,3596 2,9688

40 16,2390 3,3765 5,8388

35 20,9859 7,9376 10,2360

30 12,7952 13,2225 15,2539

25 18,4062 20,2005 18,3496

20 289,1904 25,8631 24,2888

15 27,1486 31,5385 32,8031

Assim comofoi visto na Se�c~ao 5.6.4para 8 bits de precis~ao, o vetor x̂cordicr ed2

apresentou valoresde MSE menorespara posto50, 45 e 40 do queo MSE composto

completo. Isto ocorreu porque,no casode 8 bits de precis~ao, o erro de quantiza�c~ao

dos �ultimos valores singularesfoi retirado na redu�c~ao destespostos, fazendocom

que o MSE tenha �cado menor. A Tabela 5.8 mostra claramente esteefeito.

Para o m�etodo 1, ao realizar o c�alculo com a precis~ao de 1 bit, �e introduzido

um elevadoerro de quantiza�c~ao antesda redu�c~ao. EsteMSE elevadovai diminuindo

gradativamente �a medida em que o posto vai sendoreduzido e por conseq•uência o

erro de quantiza�c~ao vai sendoretirado, at�e que o erro \bias-squared" supere este

delta, comopodemosobservar na primeira colunada Tabela5.8. Isto torna a redu�c~ao

de posto para o m�etodo 1 imprecisasea quantiza�c~ao baixar de 8 bits de precis~ao.

5.7 Resultados da aplica�c~ao

Nestecap��tulo, foram vistososefeitosdo �ltro deWiener compostoreduzido

sobrea matriz deautocorrela�c~aoR yy atrav�esdaSVD CORDIC eSVD CORDICRED,

com precis~ao vari�avel.
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Os resultadosapresentados para os cinco �ltros de Wiener nas coordenadas

padr~ao (posto completoe precis~ao do Matlab, posto reduzidoe precis~ao do Matlab,

posto completo e precis~ao dada pela SVD CORDIC, posto reduzido ap�os o c�alculo

da precis~ao pela SVD CORDIC, e posto reduzido em conjunto com o c�alculo dos

bits de precis~ao) apresentaram o comportamento dentro do esperado.

�E importante ressaltar o efeito do erro de quantiza�c~ao sobre o erro

\ bias-squared", que faz com que a redu�c~ao de posto em algunscasosapresente um

menorMSE do queo postocompletocomprecis~ao �nita. Assim comoo fato do pri-

meiro m�etodo de redu�c~ao de posto, cujo c�alculo sed�a ap�os uma itera�c~ao CORDIC,

apresentar um MSE maior do queo m�etodo de reduzir o posto ap�osa determina�c~ao

da precis~ao para a aplica�c~ao de estima�c~ao.

Outro ponto relevante �e que apesar da complexidade assint�otica da

SVD CORDIC ser a mesmacomplexidadeassint�otica da SVD de Jacobi, aumen-

tamos o n�umero de 
ops consideravelmente no Matlab. Isto tamb�em era esperado,

pois o n�umero de 
ops pelo m�etodo de Jacobi �e determinadopela tolerância que se

admite para diagonalizar a matriz desejada. O tempo computacional das fun�c~oes

desenvolvidas nesta tese, se compiladasnum processadorCORDIC bidimensional

(com somadorese registradoresde deslocamento) seriamais r�apido do queo tempo

apresentado pelo Matlab, independentemente do n�umero de 
ops calculados.Para

exempli�car, podemoscitar Van Loan [1] quandoa�rma quea multiplica�c~ao de uma

matriz triangular n~ao poderia ser seisvezesmais r�apida do que a multiplica�c~ao de

uma matriz quadrada, concluindo que o m�etodo de contagem dos 
ops s�o captura

uma dasmuitas dimens~oesque a e�ci ênciade um algoritmo apresenta.
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Cap��tulo 6

Conclus ~ao

6.1 Con tribui� c~oes da Tese

O principal objetivo e motiva�c~ao da tese foi a busca de um m�etodo para

redu�c~ao de posto com precis~ao vari�avel que pudesseser aplicado em diversas�areas

de processamento de sinaise comunica�c~oesm�oveis.

Propusemosdois m�etodospara obter o posto e a precis~ao reduzidos:

1. Um m�etodo que reduz o posto ap�os a escolhada precis~ao para n bits, dada

pela fun�c~ao SVD CORDIC;

2. Um m�etodo que realiza a primeira itera�c~ao CORDIC, reduz o posto e depois

continua a calcular a precis~ao desejadapara mais n-1 itera�c~oesCORDIC.

Estesdoism�etodosutilizam o algoritmo de Jacobipara fazera decomposi�c~ao

em valoressingulares.A id�eia �e diagonalizara matriz desejadaatrav�esde rota�c~oes

de vetoresbidimensionais,mantendo constante o valor da norma de Frobenius. A

precis~ao �nita CORDIC �e aplicadadiretamente na matriz de Givens,respeitando as

suascondi�c~oesde converĝencia e controlando a acur�acia do algoritmo. N~ao aplica-

moso CORDIC emtodasasopera�c~oesparaevitar poss��veiserrosdearredondamento

que n~ao poderiam ser desprezados,e tamb�em para n~ao precisar fazer um controle

r��gido sobrea converĝenciade cadaopera�c~ao.

Os resultadosqueobtivemosemcadasimula�c~ao no Matlab est~ao comentados

a seguir,subdivididos por cap��tulo:
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� Cap��tulo 2: As fun�c~oesCORDIC implementadas no Matlab (16 fun�c~oesao

todo) e suasrespectivas regi~oesde converĝencia apresentaram os resultados

desejados. Poder��amos ter obtidos resultados mais expressivos nas simula-

�c~oesdeste cap��tulo se a regi~ao de converĝencia CORDIC para o sistemade

coordenadaslinear e hiperb�olico fosseexpandida, atrav�es das seq•uênciasde

deslocamento. A pesquisarealizada neste cap��tulo criou uma biblioteca de

fun�c~oesCORDIC que podem ser utilizadas para obter precis~ao de n bits em

outros algoritmos, cujas implementa�c~oestamb�em sejamfeitas no Matlab.

� Cap��tulo 3: Implementamos a SVD pelo m�etodo de Jacobi no Matlab,

fazendotestescommatrizessim�etricas3� 3 e 5� 5. As simula�c~oesforam bem

sucedidas,maso m�etodo de Jacobi limitou o uso dos m�etodos para reduzir o

postoe a precis~ao em matrizessim�etricas. Apesarde suabaixa complexidade,

estalimita�c~aonosimpediu deobter an�alisedosresultadosemoutro dom��nio de

coordenadas,comopor exemploobten�c~ao do �ltro de Wiener nascoordenadas

de coer̂enciae canônicas.

� Cap��tulo 4: Nessecap��tulo foram implementadososm�etodosdepostoepre-

cis~ao reduzidosusandoo CORDIC no algoritmo SVD, principais motiva�c~oes

originais da tese. A implementa�c~ao foi feita com o aux��lio do m�etodo de Ja-

cobi. O exemplodestecap��tulo mostra a correla�c~ao entre osdoism�etodos,que

apresentam resultadossemelhantes.Podemosinferir que o m�etodo proposto

SVD CORDICRED reduz a complexidadeassint�otica da SVD para O(nr 2),

sendon asdimens~oesda matriz e r a nova dimens~ao ap�osa redu�c~ao de posto

(visto na se�c~ao4.4). Osm�etodosprop~oemuma alternativa depesquisana �area

deredu�c~aodepostopodendoseraprimoradoseadaptadospara maisou menos

bits de precis~ao com maior ou menor redu�c~ao de posto. Por exemplo,pode-se

adaptar o m�etodo SVD CORDICRED para uma melhor rela�c~ao entre posto

� precis~ao, ou seja,ap�os i itera�c~oesCORDIC, reduzir o posto e completar a

precis~ao com n - i itera�c~oes. Outra forma de aprimorar o algoritmo �e fazer

uma itera�c~ao CORDIC, reduzir o posto em uma unidade e assimpor diante,

at�e sechegar �a precis~ao ou ao posto desejados.

� Cap��tulo 5: Este cap��tulo junta todasasferramentas pesquisadasnestetra-
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balho, testadasnuma aplica�c~ao de estima�c~ao. Foi implementado no Matlab

um �ltro de Wiener nas coordenadaspadr~ao para que a matriz de autocor-

rela�c~ao R yy pudesseser decomposta pela SVD com precis~ao CORDIC. Foi

feita a simula�c~ao para posto completo com precis~ao Matlab, posto reduzido

com precis~ao Matlab, posto completocom precis~ao dada pela SVD CORDIC,

posto reduzido ap�os a escolhada precis~ao pela SVD CORDIC, e posto redu-

zido ao mesmotempo em quea SVD CORDICRED calculaosresultadoscom

a precis~ao desejada. Podemosinferir a partir dos resultadosapresentados o

funcionamento dos m�etodos propostosnuma aplica�c~ao de estima�c~ao, mas os

resultadospoderiam ser melhoradoscasoo �ltro de Wiener no sistemade co-

ordenadaspadr~ao fosseimplementado no sistemade coordenadascanônicas

ou de coer̂encia,comosugereScharf [17].

Este trabalho deixa comocontribui�c~ao acad̂emicaum tutorial sobreCordic e

suasaplica�c~oesem opera�c~oesaritm�eticas, uma biblioteca CORDIC para ser usada

no Matlab, uma an�alisesobreo �ltro de Wiener utilizando a SVD CORDIC e dois

m�etodos distintos para realizar a redu�c~ao de posto de matrizes sim�etricas, sendo

uma conseq•uênciada teseo aprofundamento destesm�etodos para o uso em outras

aplica�c~oes,comopor exemplosistemasde comunica�c~ao multiusu�arios.

Uma conclus~ao do Cap��tulo 5 foi o fato do MSE melhorar com a redu�c~ao

de posto para precis~oesbaixas, aferido pelassimula�c~oescom o �ltro de Wiener. A

explica�c~ao para este efeito independedo m�etodo proposto, e se baseianos efeitos

da redu�c~ao de posto. Quando o posto �e reduzido, �e retirado uma certa quantidade

de informa�c~ao do sistemae seuserrosde quantiza�c~ao inerentes. Quandoesteserros

come�cama crescerdevidoaousodemenosbits para quantiza�c~ao, a redu�c~aodeposto

retira esseserros indesej�aveis em maior quantidade do que a pr�opria informa�c~ao,

comopodemosver na Tabela 5.5. Ou seja,vale �a penareduzir o posto e a precis~ao

para diminuir a complexidadedealgoritmosquepossuemmatrizesdeordemelevada

em pr�o de um desempenho desejado.Apesardo aumento do n�umero de 
ops pela

decomposi�c~ao emvaloressingulares,h�a de seressaltarquea contagemde 
ops pode

n~ao re
etir com exatid~ao a e�ci ênciade um algoritmo.
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6.2 Prop ostas de Trabalhos Futuros

�E proposto como um trabalho futuro a implementa�c~ao da SVD por outro

m�etodo quen~ao o de Jacobi para compara�c~ao com osresultadosobtidos nestatese,

tendo comoconseq•uênciaa decomposi�c~ao SVD de qualquermatriz m � n.

A implementa�c~aodo �ltro deWienernascoordenadascanônincasedecoer̂encia

com o uso da SVD CORDIC para matrizes n � m possibilitaria uma melhora nos

resultadosobtidos, e suacompara�c~ao com o trabalho de Scharf.

Outro passosugeridopara trabalhos futuros �e a modi�ca�c~ao dosm�etodosde

posto e precis~ao reduzidosadaptadospara novas rela�c~oesposto x precis~ao, como

falamosanteriormente na se�c~ao 6.1.
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